
Mémoire pour l'obtention du Diplôme d'Étude

Approfondie (D.E.A) en Mathématiques

Appliquées et Sciences Economiques

Thème : Modèles GARCH multivariés

Raïssi Hamdi
Université Charles De Gaulle Lille 3

Laboratoire : GREMARS
hamdi.raissi@etu.univ-lille3.fr

Directeurs de mémoire : Jean-Michel Zakoïan
Christian Francq

Année académique 2003-2004

1



Table des matières

1 Introduction 3

Introduction 3

2 Modèles GARCH vectoriels 5
2.1 Modèle Diagonal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2 Généralité du modèle vectoriel . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 Modèle BEKK 8
3.1 Identi�abilité du modèle BEKK pour GARCH(1,1) quand

K = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.2 Généralité de la représentation BEKK pour le modèle GARCH(1,1) 11

3.3 Comparaison entre le modèle BEKK et le modèle vectoriel . . 17

3.4 Etude de la stationnarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4 Modèles GARCH-Cholesky 22
4.1 Asymétrie dans le modèle GARCH-Cholesky . . . . . . . . . . 25

4.2 Etude des paramètres de hij,t dans le cas GARCH(1,1) quand

n=2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5 Modèles à corrélations conditionnelles constantes et exten-
sions 27
5.1 Vraisemblance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

5.2 Modèles a corrélations constantes dynamiques . . . . . . . . . 29

5.3 Extention . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

5.4 Stationnarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5.5 identi�abilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

2



5.6 Notion de formulation GARCH minimale . . . . . . . . . . . 36

6 Conclusion 40

7 Reférences 40

1 Introduction

Les modèles GARCH ont été introduits pour rendre compte des proprié-

tés des séries �nancières, et en particulier de leur hétéroscédasticité. Engle

(1982) a proposé le modèle ARCH(q). Ce modèle est celui qui a rencontré

le plus de succès dans la littérature. Bollerslev(1986) a ensuite généralisé le

modèle ARCH(q) : c'est le modèle ARCH(p,q) généralisé ou GARCH((p,q).

Le modèle GARCH(p,q) univarié consiste à écrire la variance conditionnelle

du processus GARCH en fonction de son passé. Dans le cas d'un GARCH

fort, on dit que {εt}t∈N suit un processus GARCH si :




εt = σtηt

σ2
t = ω +

∑q
i=1 αiε

2
t−i +

∑p
j=1 βjσ

2
t−j (avec σ2

t It−1 mesurable)

où ω, αi, βi des réels positifs. Le processus ηt est iid, tel que E(ηt) = 0

et V (ηt) = 1, σ2
t est la variance conditionnelle du processus GARCH, et It

désigne la tribu engendrée par les valeurs passées de εt.

Bien que dans le cas univarié le modèle GARCH ait été l'objet de nom-

breuses études, le cas multivarié reste encore peu étudié. Dans le cas multi-

varié, on considère un vecteur εt = (ε1,t, · · · , εn,t)′ et la matrice de covariance
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conditionnelle Ht du processus {εt}t∈N à la date t de terme général hij,t :

Ht = Et−1(εtε
′
t).

Dans les modèles GARCH multivariés, on exprime cette matrice de cova-

riance conditionnelle en fonction du passé du processus {εt}t∈N et des propres

valeurs passées de Ht. Une première approche consiste a considérer un pro-

cessus GARCH multivarié {εt}t∈N ayant pour composantes des processus

GARCH univariés indépendants entre eux. Mais cette façon de traiter le pro-

blème est restrictive. En e�et, l'étude des séries �nancières a mis en évidence

une corrélation non nulle entre les composantes des processus GARCH mul-

tivariés. Ainsi, di�érentes formulations tenant compte des corrélations entre

les composantes d'un processus GARCH multivarié (ou MGARCH) ont été

introduites. De la même manière que dans le cas univarié, on dit que {εt}t∈N

est un processus MGARCH(p,q) si :




εt = H
1/2
t ηt

g(Ht) = f(Ht−1, · · · ,Ht−p, εt−1, · · · , εt−q)

avec H
1/2
t une matrice telle que H

1/2
t H

1/2
t = Ht. Le processus {ηt}t∈N est

un processus de dimension n, iid tel que pour tout t ∈ N on a : E(ηt) = 0 et

E(ηtη
′
t) = Γ, la matrice Γ étant une matrice carrée de dimension n. Notons

en�n que f est une transformation It−1 mesurable et g une transformation

It mesurable. On voit que la notion de GARCH fort n'a de sens que si H
1/2
t

existe et donc que Ht est dé�nie positive. Ainsi f est une transformation

qui doit assurer la dé�nie positivité de la matrice Ht. Le but de ce mémoire

est de présenter les di�érents modèles GARCH-multivariés. A travers ces

approches pour représenter l'hétéroscédasticité conditionnelle des séries �-

nancières, nous étudierons les restrictions intrinsèques a ces modèles, et les
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restrictions motivées par l'identi�abilité de ces modèles et la dé�nie posi-

tivité de la matrice Ht. Dans la section 1, nous allons présenter le modèle

vectoriel et une version restreinte du modèle vectoriel qui est le modèle vec-

toriel diagonal. Dans la section 2, nous étudierons le modèle BEKK : nous

verrons notemment que le modèle vectoriel ne peut être considéré que dans

le cadre des modèles BEKK. Dans la section 3, nous nous intéresserons au

modèle GARCH-Cholesky qui a la particularité d'assurer la dé�nie positi-

vité de la matrice Ht en considérant une transformation de celle-ci. En�n

nous étudierons dans la section 4 les modèles à corrélation constante et ses

extensions. Nous allons voir dans cette partie que le principal intérêt de ce

modèle est la facilité de calcul du quasi-maximum de vraisemblance lors de

l'estimation des paramètres.

2 Modèles GARCH vectoriels

Le modèle vectoriel a été introduit par Engle et Kroner (1995), ce modèle

est le plus simple pour représenter Ht par rapport à son passé. En e�et, cette

représentation présente une expression de Ht similaire à l'expression de la

volatilité dans le cas univarié :

ht = C0 +
q∑

i=1

Aiet−i +
p∑

j=1

Bjht−j (2.1)

où et = vec(εtε
′
t), ht = vec(Ht), Ai,Bi matrices de dimension n × n, et C0

vecteur de dimension n. L'opérateur vec appliqué a une matrice consiste à

mettre en une seule colonne les colonnes d'une matrice. Cependant la matrice

Ht étant clairement symétrique certaines équations du modèle précédent sont

redondantes, il est donc préférable d'utiliser l'opérateur vech(.) dans (2.1) qui
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met en seule colonne la partie triangulaire supérieure d'une matrice. Ainsi

les dimensions des matrices Ai et Bj , sont de dimension (n(n + 1))/2) ×
(n(n + 1))/2), et C0 est un vecteur de dimension (n(n + 1))/2), le nombre

de paramètres est ainsi considérablement réduit. On peut écrire le modèle

en regroupant le vecteur C0 et les matrices de paramètres dans une même

matrice :

ht = Fzt = (z′t ⊗ I)vec(F ) = Ztα (2.2)

Avec z′t = (1, ε′t−1, · · · , ε′t−q, h
′
t−1, · · · , h′t−p), α = vec(F ),

F = (C0 A1 · · ·Aq B1 · · ·Bp) et Zt = (z′t ⊗ I).

Pour illustrer le modèle vectoriel considérons le modèle GARCH(1,1) avec

deux équations (n = 2) en utilisant l'opérateur vech(.) :

ht =




h11,t

h21,t

h22,t


 =




c1

c2

c3


 +




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33







ε21,t−1

ε1,t−1ε2,t−1

ε22,t−1




+




b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33







h11,t−1

h12,t−1

h22,t−1


 . (2.3)

2.1 Modèle Diagonal

Dans certaines séries �nancières, on peut supposer que les volatilités et

les covariances ne dépendent que de leurs valeurs passées dans le modèle

précédent. Ainsi, hrs,t ne dépend que des valeurs passées de εr,tεs,t . Dans ce
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modèle les matrices Ai et Bj sont des matrices diagonales ce qui réduit le

nombre de paramètres. Dans le cas de l'exemple précédent on obtient :

ht =




c1

c2

c3


+




a11 0 0

0 a22 0

0 0 a33







ε21,t−1

ε1,t−1ε2,t−1

ε22,t−1


+




b11 0 0

0 b22 0

0 0 b33







h11,t−1

h12,t−1

h22,t−1


 .

On peut cependant remarquer que le modèle diagonal ne correspond pas

au modèle où il n'existe pas de corrélation entre les composantes du processus

GARCH multivarié car Ht n'est pas diagonale.

Remarque 2.1 La représentation vectorielle (et donc à priori le modèle dia-

gonal) telle qu'elle est dé�nie dans la partie précédente ne tient pas compte

de la dé�nie positivité nécessaire de Ht . Les hypothèses établissant la dé�-

nie positivité pour Ht à chaque date t pour le modèle vectoriel ne sont pas

claires. Ainsi, il est di�cile de considérer un GARCH fort pour les processus

multivariés dans le cadre de ce modèle.

2.2 Généralité du modèle vectoriel

Dé�nition 2.1 Un modèle est général quand tout les termes εr,t−iεs,t−i et

hrs,t−i peuvent apparaitre dans l'expression de chaque terme de la matrice de

covariance Ht, de plus, aucune combinaison de valeurs entre les coe�cients

de chaque terme ne doit être écartée par l'expression de ce modèle.

D'après la dé�nition précédente le modèle vectoriel est général. En e�et

chaque élément de la matrice Ht est une fonction linéaire des valeurs passées

de εr,t−iεs,t−i et de hrs,t−i dans le modèle vectoriel. Ainsi, grâce à sa linéarité

la notion de généralité est facilement véri�able pour le modèle vectoriel.
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3 Modèle BEKK

Le modèle BEKK 1suivant a été introduit par Engle et Kroner (1995)

pour imposer la restriction de dé�nie positivité à la matrice Ht sous des

conditions très faibles.

L'expression de la matrice Ht à chaque instant t dans le modèle BEKK

nous est donnée par la relation suivante :

Ht = C ′C +
K∑

k=1

q∑

i=1

A′ikεt−iε
′
t−iAik +

K∑

k=1

p∑

j=1

B′
jkHt−jBjk (3.1)

où Aik, Bjk, k ∈ {1, · · · ,K} sont des matrices de dimension n× n et C est

une matrice constante de dimension n× n.

L'introduction de la somme sur l'entier k est motivée par un problème de

généralité du modèle que nous aborderons plus loin.

Exemple 3.1 Considérons le modèle GARCH(1,1) avec K = 1. L'expres-

sion du modèle est la suivante :

Ht = C ′C + A′εt−1ε
′
t−1A + B′Ht−1B.

Dans le cas où n = 2, la relation précédente devient :

Ht = C ′C +


a11 a12

a21 a22



′
 ε21,t−1 ε1,t−1ε2,t−1

ε2,t−1ε1,t−1 ε22,t−1





a11 a12

a21 a22




+


b11 b12

b21 b22



′
h11,t−1 h12,t−1

h21,t−1 h22,t−1





b11 b12

b21 b22


 (3.2)

1Le terme BEKK est un acronyme formé par les initiales des noms Baba, Engle, Kroner
et Kraft
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On remarque que ce modèle nécessite moins de paramètres que le modèle

GARCH(1,1) proposé en exemple pour le modèle vectoriel. Cependant, le

nombre de paramètres croit quadratiquement avec n. Ainsi, il est préférable

de réduire ce nombre, tout en imposant des restrictions nous assurant l'iden-

ti�abilité et la généralité du modèle.

Engle et Kroner(1995) ont établi la proposition suivante qui nous donne

des conditions que doit remplir le modèle pour que Ht soit dé�nie positive

∀t ∈ N.

Proposition 3.1 Si H0,H−1, · · · , H−p+1 sont dé�nies positives, alors Ht

est dé�nie positive dans le modèle BEKK si :

ker{C}
p⋂

j=1

K⋂

k=1

ker{Bjk} = {0}.

On voit que les conditions pour obtenir une matrice Ht dé�nie positive

quelque soit t ∈ N sont faibles : la condition portant sur les noyaux des ma-

trices C et Bjk j ∈ {1, · · · , n} est véri�ée si la matrice C ou l'une des matrices

Bjk est de plein rang. De plus on remarque dans cette proposition que les

conditions portent sur les termes GARCH et la partie constante seulement de

l'expression de la représentation BEKK. En e�et la quantité A′ikεt−iε
′
t−iAik

est semi-dé�nie positive car εt−iε
′
t−i est semi-dé�nie positive. Ainsi, pour as-

surer la dé�nie positivité de Ht il su�t que C ′C +
∑K

k=1

∑p
j=1 B′

jkHt−jBjk

soit dé�nie positive.

Une conséquence de cette proposition est que pour le modèle MARCH la

condition nécéssaire à la dé�nie positivité de Ht, t ∈ N, devient ker{C} =

{0}, c'est à dire que C soit de plein rang.

Remarque 3.1 Une condition su�sante de la proposition précédente serait

de prendre la matrice C triangulaire avec des éléments diagonaux strictement
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positifs. En e�et une telle matrice est de plein rang. Nous allons voir que cette

hypothèse nous permet d'identi�er le modèle.

3.1 Identi�abilité du modèle BEKK pour GARCH(1,1) quand
K = 1.

Dans ce paragraphe, nous supposerons que la matrice C est triangulaire.

Proposition 3.2 Pour un modèle GARCH(1,1)dé�ni par (3.2), supposons

que les éléments de la diagonale de C sont positifs. Si de plus a11 et b11 po-

sitifs, alors il n'existe pas d'autre matrice C, A ou B donnant une représen-

tation équivalente du modèle. (C'est à dire une même matrice de covariance

Ht pour un même processus donné ∀t ∈ Z )

La condition de positivité des éléments diagonaux vient du fait que la

décomposition d'une matrice en produit de matrice triangulaire et sa trans-

posée existe toujours et est unique si les éléments sur la diagonale de la

matrice triangulaire sont positifs (Proposition 58, Remarque 34 Dhrymes

1984, pp 68-69). Ecrivons maintenant l'élément hlm,t de la matrice Ht :

hlm,t = clm +
n∑

i=1

n∑

j=1

ailajmεi,t−1εj,t−1 +
n∑

i=1

n∑

j=1

bilbjmhij,t−1. (3.3)

Si on écrit le terme h11,t en ignorant les termes GARCH, on obtient :

h11,t =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai1aj1εi,t−1εj,t−1.

On remarque que le coe�cient correspondant à ε21,t−1 dans l'équation de

h11,t est a2
11. Ainsi a11 est identi�é a un signe près qu'on �xe comme étant

positif. Le coe�cient correspondant au terme εi,t−1εj,t−1 dans cette équation
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est (a11aj1 + aj1a11) = 2a11aj1. On en déduit que aj1 est identi�é car a11

est déja identi�é. Ainsi la première colonne de la matrice A est identi�ée.

Ecrivons maintenant le terme h12,t de la matrice Ht en ignorant toujours les

termes GARCH :

h12,t =
n∑

i=1

n∑

j=1

ai1aj2εi,t−1εj,t−1.

Dans cette équation, le coe�cient correspondant au terme ε21,t−1 est (a11a12+

a12a11) = 2a11a12. Comme a11 est identi�é, alors on peut identi�er a12. De la

même manière, en considérant les termes ε1,t−1εj,t−1 dans l'équation précé-

dente, on identi�e les coe�cients aj2. Nous avons donc identi�é la deuxième

colonne de la matrice A. Un raisonnement similaire nous permet d'identi�er

les autres colonnes de la matrice A et la matrice B du modèle dé�ni en (4.2).

Remarque 3.2 La matrice C a été choisie comme étant triangulaire par

souci de simplicité, cependant on peut prendre n'importe quelle factorisation

qui nous assure le fait que la partie constante est une matrice dé�nie positive.

3.2 Généralité de la représentation BEKK pour le modèle
GARCH(1,1)

Pour assurer la généralité du modèle BEKK et rendre possible certaines

combinaisons de paramètres écartées par les contraintes de dé�nie positivité

et d'identi�abilité, on doit prendre K > 1 . Cependant si K est grand, le

nombre de paramètres à estimer devient important, ainsi on doit choisir un

entier K minimal assurant l'élimination de toutes les restrictions du modèle.

Engle et Kroner (1995) nous donnent deux conditions nécessaires à véri�er

pour que le modèle GARCH(1,1) soit général :
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Proposition 3.3 Pour qu'il soit général le modèle BEKK GARCH(1,1) doit

véri�er les deux conditions suivantes :

a-Soit s=n(n+1)/2, alors K doit être assez grand pour qu'il y ait un total

d'au moins s2 éléments dans les matrices .

b-Soit aij,k le i,j ème élément d'une matrice A1k. Alors, il doit exister

une matrice A1k qui contient ou bien la paire ail,k et ajm,k ou bien la paire

ajl,k et aim,k pour tous les i, j, l, m entre 1 et n.

Des restrictions similaires doivent être étendues aux matrices B1k.

La première condition impose qu'il y ait plus de paramètres dans le mo-

dèle BEKK que dans le modèle vectoriel, s'il a moins de s2 paramètres cela

revient à imposer des conditions sur le modèle. La deuxième condition im-

pose que certaines paires de paramètres doivent apparaître ensemble dans

une matrice A1k . En e�et, en écrivant l'expression de hlm,t :

hlm,t = c +
K∑

k=1

n∑

i=1

n∑

j=1

ail,kajm,kεi,t−1εj,t−1 +
K∑

k=1

n∑

i=1

n∑

j=1

bil,kbjm,khij,t−1.

On remarque que le coe�cient correspondant à εi,t−1εj,t−1 est :

K∑

k=1

ail,kajm,k + ajl,kaim,k si i 6= j

K∑

k=1

ail,kaim,k si i = j.

Ainsi, il doit exister k ∈ {1, · · · ,K} tel que ail,k et ajm,k ou ail,k et di�érents

de zéro pour que le terme εi,t−1εj,t−1 puisse apparaitre dans l'expression de

hlm,t.

Ce qui nous donne la deuxième condition.
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Exemple 3.2 :Cas n = 2.

1- L'ensemble de matrices suivantes :

A11 =


a11,1 a12,1

0 a22,1


 , A12 =


a11,2 a12,2

a21,2 0


 , A13 =


a11,3 0

a21,3 a22,3


 ,

satisfait les deux conditions énoncées : d'une part le nombre de paramètres

est égal à neuf qui correspond à s2 quand n=2. D'autre part on remarque que

∀aij,k un élément de A1k, il existe une matrice A1k′ telle que aij,k′ ×alm,k′ 6=
0 ∀i, j ∈ {1, 2}, et k, k′ ∈ {1, 2, 3}.
2- Considérons maintenant l'ensemble de matrices suivantes :

A11 =


a11,1 a12,1

0 a22,1


 , A12 =


a11,2 a12,2

0 0


 ,

A13 =


a11,3 0

a21,3 0


 , A14 =


0 a12,4

0 a22,4


 .

Cet ensemble de matrices n'engendre pas une représentation générale,

car il ne respecte pas la deuxième condition de la proposition. En e�et, les

éléments a21 et a22 n'apparaissent jamais ensemble dans une matrice A1k.

Si on écrit les équations exprimant h12,t ou h21,t on obtient :

h12,t = c1 + (a11,1a12,1 + a11,2a12,2ε
2
1,t−1 + 2a11,1a22,1ε1,t−1ε2,t−1

h21,t = c2 + (a11,1a12,1 + a11,2a12,2ε
2
1,t−1 + 2a22,1a11,1ε1,t−1ε2,t−1

le coe�cient correspondant à ε22,t−1, qui est
∑K

k=1 a21,ka22,k n'apparait pas.

Ainsi le terme ε22,t−1 sera éliminé des équations exprimant h12,t et h21,t, ce

qui constitue une restriction.
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Cependant les conditions énoncées ci-dessus sont des conditions nécessaires,

mais non su�santes pour la généralité du modèle BEKK. Si on considère

l'ensemble de matrices suivantes :

A11 =


a11,1 a12,1

a21,1 a22,1


 , A12 =


0 a12,2

0 a22,2


 ,

A13 =


0 a12,3

0 a22,3


 , A14 =


0 0

0 a22,4


 .

Cet ensemble de matrices satisfait les conditions de la proposition, mais

n'est cependant pas pleinement général, car si l'on écrit l'expression du terme

h11,t on obtient :

h11,t = c + a2
11,1ε

2
1,t−1 + 2a11,1a21,1ε1,t−1ε2,t−1 + a2

21,1ε
2
2,t−1

On peut remarquer que le paramètre a11,1 correspond au terme ε21,t−1 , le

paramètre a11,1a21,1 correspond au terme ε1,t−1ε2,t−1 , les paramètres a11,1

et a21,1 sont �xés ce qui ne laisse aucune liberté au paramètre exprimant

la quantité ε22,t−1 dans l'équation de h11,t, ce qui est une restriction pour le

modèle. Dans notre exemple, la restriction est due au fait qu'il n'y a que

deux paramètres pour trois termes dans la première équation. En fait, il est

possible de trouver des conditions su�santes dont un cas extrême serait de

prendre K = s et des matrices qui n'auraient aucune restriction. Cependant

dans ce type de cas le nombre de paramètres à estimer sont introduits sans

qu'ils soient forcément nécéssaires pour lever les restrictions mises en évi-

dence dans ce dernier exemple.

Parallèlement à ces problèmes se pose un problème d'identi�cation que nous

avons discuté pour le cas K = 1 seulement. Par exemple pour le cas K>1
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le fait d'interchanger les matrices A11 et A12 nous donne deux expressions

di�érentes d'un même modèle. C'est pourquoi on doit imposer certaines res-

trictions aux matrices A1k et B1k. Dans la proposition suivante Engle et

Kroner proposent une restriction particulièrement pratique car ce modèle

est identi�able mais aussi général :

Proposition 3.4 Supposons que les éléments diagonaux de C soient positifs.

Considérons la classe des modèles BEKK dans lesquels les matrices A1kr sont

obtenues en annulant les r − 1 premières colonnes et les kr − n(r − 1) − 1

premières lignes, où kr = n(r − 1) + 1, .., nr et r = 1, ., n. Si on suppose

aussi que ann,kr > 0;∀kr et que des restrictions similaires sont imposées sur

les matrices B1kr , alors un modèle BEKK général sans autre représentation

équivalente est obtenu dans cette classe.

Remarque 3.3 1-Dans les modèles dé�nis par la proposition précédente, on

a : K = n2.

2-Cette classe de modèles véri�e les conditions nécessaires de la proposition

(4.4) car la première matrice n'a aucun paramètre s'annulant et le nombre

de paramètres à calculer est (n(n + 1)/2)2.

3-Les conditions de positivité des éléments diagonaux de la matrice C et des

éléments ann,kr des matrices Akr ont été imposées pour assurer l'identi�abi-

lité du modèle. Le raisonnement nous donnant l'identi�cation de cette classe

de modèles est similaire au raisonnement de la proposition (4.3), cependant

la deuxième condition d'identi�cation porte sur l'élément ann,kr car cet élé-

ment est di�érent de zéro pour toutes les matrices Akr .

4-Cette classe est générale car on remarque que à chaque terme correspond
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un coe�cient.

Exemple 3.3 Cas n = 2 : Calculons les indices des matrices A1kr :les va-

leurs possibles de kr sont kr = 2(r − 1) + 1, 2(r − 1) + 2, et r = 1, 2.

r=1 r=2

kr = 2(r − 1) + 1 1 3

kr = 2r 2 4

On obtient les matrices suivantes dans le cas ARCH(1) :

A11 =


a11,1 a12,1

a21,1 a22,1


 , A12 =


 0 0

a21,2 a22,2


 ,

A13 =


0 a12,3

0 a22,3


 , A14 =


0 0

0 a22,4


 .

On remarque e�ectivement que cet exemple satisfait les conditions né-

cessaires de généralité du modèle BEKK. De plus si on écrit l'expression les

éléments de vech(Ht) on a :




h11,t = c11 + a2
11,1ε

2
1,t−1 + 2a11,1a21,1ε1,t−1ε2,t−1 + (a2

21,1 + a2
21,2)ε

2
2,t−1

h21,t = c21 + a11,1a12,1ε
2
1,t−1 + (a21,1a12,1 + a11,1a22,1)ε1,t−1ε2,t−1+

(a21,1a22,1 + a21,2a22,2)ε22,t−1

h22,t = c22 + (a2
12,1 + a2

12,3)ε
2
1,t−1 + (a12,1a22,1 + a12,3a22,3)ε1,t−1ε2,t−1+

(a2
22,1 + a2

22,2 + a2
22,4)ε

2
2,t−1

On remarque que chaque terme a un paramètre libre (on peut considérer

les paramètres soulignés par exemple). En ce sens, ce modèle est général.
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Cependant on peut remarquer que pour certains termes correspondent une

somme de carrés de paramètres induisant des restrictions : par exemple le

coe�cient du terme ε22,t−1 sera supérieur à a2
21,1 ce paramètre étant déja

�xé par le terme ε1,t−1ε2,t−1. Ainsi la classe dé�nie dans la proposition (4.5)

n'est pas générale si on considère les modèles qui ne sont pas inclus dans

cette classe. En fait, ce problème vient du fait que le modèle BEKK n'est

pas linéaire

3.3 Comparaison entre le modèle BEKK et le modèle vecto-
riel

En écrivant l'expression du modèle BEKK pour GARCH(1,1) et en uti-

lisant la relation vec(ABC) = (C ′ ⊗A)vec(B) on a :

ht = (C ⊗ C)′vec(In) +
K∑

k=1

(A1k ⊗A1k)′vec(εt−1ε
′
t−1)

+
K∑

k=1

(B1k ⊗B1k)′vec(Ht−1).

Si on prend A1 =
∑K

k=1(A1k⊗A1k)′ et B1 =
∑K

k=1(B1k⊗B1k) on obtient

l'expression du modèle vectoriel. Ce qui nous amène à formuler la proposition

suivante :

Proposition 3.5 Un modèle vectoriel appartient à la classe des modèles

BEKK si et seulement si il existe C,Aik et Bik tels que :

C0 = (C ⊗ C)′vec(In),

Ai =
K∑

k=1

(Aik ⊗Aik)′,
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Bj =
K∑

k=1

(Bjk ⊗Bjk)′.

Remarque 3.4 1-Un modèle vectoriel obtenu à partir d'un modèle BEKK

est unique d'après la proposition précédente. Cependant l'inverse n'est pas

vraie car (A1k ⊗ A1k) = ((−A1k) ⊗ (−A1k)) ou encore en changeant les

indices k on obtient le même modèle vectoriel. Donc le choix des matrices

Aik n'est pas unique.

2-D'après les équations de la proposition précédente, il est clair qu'un

modèle diagonal vectoriel peut être obtenu à partir d'un modèle BEKK si et

seulement si les matrices Aik et Bjk sont diagonales.

3-Les représentations BEKK étant restreintes de manière à ce que Ht

soit dé�nie positive, on voit que toutes les représentations vectorielles dont

la matrice de covariance conditionnelle Ht n'est pas dé�nie positive pour tout

t n'admettent pas de représentation BEKK.

Ainsi, un modèle BEKK peut admettre une écriture linéaire s'il satisfait

les conditions de la proposition (3.5). Cependant, il est important de noter

qu'un modèle BEKK équivalent à un modèle vectoriel garde toujours les

mêmes contraintes.

Proposition 3.6 Dans le modèle vectoriel, si on suppose que C0 = vec(Ω)

avec Ω matrice dé�nie positive, si les matrices Ai et Bi sont diagonales.

Alors, il existe une matrice triangulaire C et des matrices diagonales Aik et

Bik , k = 1, · · · ,K telles que :

C0 = vec(C ′C),

Ai =
n∑

k=1

(Aik ⊗Aik)′,
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Bi =
n∑

k=1

(Bik ⊗Bik)′.

La proposition précédente montre que le modèle BEKK inclut comme

cas particuliers tout les modèles linéaires diagonaux dé�nis positifs. De plus,

on peut restreindre les (n − k) premiers éléments des matrices Aik et Bik

a etre nuls. D'après la proposition (3.5), ce modèle est général sans autre

représentation équivalente dans cette classe.

D'une manière générale, on voit qu'on ne peut considérer le modèle vectoriel

uniquement quand cette représentation est équivalente au modèle BEKK qui

garantit la dé�nie positivité de Ht.

3.4 Etude de la stationnarité

Nous allons étudier la stationnarité au second ordre des modèles vectoriels

et BEKK. Soit L l'opérateur retard dé�nit comme suit Lkωt ≡ ωt−k, on

considère le processus MGARCH suivant :

ht = C + A(L)et + B(L)ht (3.4)

on obtient le processus écrit sous le modèle vectoriel en prenant :

A(L) = A1L + · · ·+ AqL
q

B(L) = B1L + · · ·+ BpL
p

où les matrices A1, · · · , Aq, B1, · · · , Bp sont de dimension n× n.

En utilisant la relation vec(ABC) = (C ′ ⊗ A)vec(B), on obtient le modèle

BEKK auquel on a appliqué l'opérateur vec(.) en prenant :

A(L) =
∑

k = 1K(A1k ⊗A1k)L + · · ·+
∑

k = 1K(Aqk ⊗Aqk)Lq
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B(L) =
∑

k = 1K(B1k ⊗B1k)L + · · ·+
∑

k = 1K(Bpk ⊗Bpk)Lp

où les matrices A1k, · · · , Aqk, B1k, · · · , Bpk sont de dimension n× n.

Développons l'équation (3.4) :

ht = C + A(L)et + B(L)ht

= C + A(L)et +
p∑

j=1

Bjht−j

= C + A(L)et +
p∑

j=1

Bj(C + A(L)εt−j + B(L)ht−j)

= C + A(L)et +
p∑

j=1

BjC + A(L)
p∑

j=1

Bjεt−j + B(L)
p∑

j=1

BjBjht−j

= C + A(L)et + B(L)(C + A(L)εt) + B2(L)ht (3.5)

si on réitère n− 1 fois l'opération obtient :

ht =
n∑

i=1

Bi−1(C + A(L)et) + Bn(L)ht.

Ainsi, on remarque que la quantité ht =
∑∞

i=1 Bi−1(C + A(L)et) est

solution du processus GARCH. En e�et :

ht = C + A(L)et +
∞∑

i=2

Bi−1(L)(C + A(L)et)

= C + A(L)et + B(L)
∞∑

i=1

Bi−1(L)(C + A(L)et)

= C + A(L)et + B(L)ht. (3.6)

Notons que la somme ht =
∑∞

i=1 Bi−1(C + A(L)et) existe si le rayon

spectral de B est inférieur à 1. Cette écriture va nous permettre d'exprimer

la condition de stationnarité pour les modèles vectoriels et BEKK :
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Proposition 3.7 Soit {εt}t∈N un processus, si l'équation (3.4) dé�nit un

processus GARCH, alors {εt}t∈N est stationnaire au second ordre si et seule-

ment si | ρ(A(1) + B(1)) |< 1.

ρ(A) étant le rayon spectral de la matrice A

Démonstration

Nous allons considérer la stationnarité dans le cas GARCH(1,1) uniquement.

L'extension a des modèles plus généraux suit le même raisonnement, mais de-

mande des calculs trop amples pour être exposée içi. Exprimons l'espérance

conditionnelle de et aux dates t− 1, t− 2, · · · :

Et−1(et) =
∞∑

i=1

Bi−1
1 (C + A1et−i),

Et−2(et) = Et−2Et−1(et)

= Et−2(
∞∑

i=1

Bi−1
1 (C + A1et−i))

=
∞∑

i=1

Bi−1
1 (C + A1Et−2(et−i))

= C + A1Et−2(et−1) +
∞∑

i=2

Bi−1
1 (C + A1Et−2(et−i))

= C + A1 +
∞∑

i=1

Bi−1
1 (C + A1et−i−1)

+B1

∞∑

i=1

Bi−1
1 (C + A1et−i−1)

= C + (A1 + B1)
∞∑

i=1

Bi−1
1 (C + A1et−i−1). (3.7)

En réitérant l fois cette opération, on obtient :
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Et−l(et) = (I + (A1 + B1) + · · ·+ (A1 + B1)l−2)C

+(A1 + B1)l−1
∞∑

i=1

Bi−1
1 (C + A1et−l+1).

Soit Z une matrice carrée, Z l −→ 0 quand l −→ infty si et seulement si

ρ(Z) < 1 et ρ(Z) < 1 si et seulement si (I+Z+· · ·+· · · ) −→ (I−Z)−1. Ainsi,

Et−1(et) converge vers (I −A1 −B1)C quand l −→ infty si et seulement si

les valeurs propres de A1 et B1 sont inférieures à 1.

Remarque 3.5 Pour le modèle diagonal, la condition de stationnarité au

second ordre pour le modèle GARCH(1,1) : aii + bii < 1 ∀ i ∈ {1, · · · , n}
dans le cas du modèle vectoriel, et

∑n
k=1(aii,k + bii,k) < 1 dans le modèle

BEKK.

4 Modèles GARCH-Cholesky

Ce modèle a été développé par Kawakatsu (2003). Il consiste à utiliser le

fait que Ht soit dé�nie positive et admet donc une factorisation de Cholesky :

Ht = LtL
′
t (4.1)

où Lt est une matrice triangulaire inférieure de terme général lij,t.

Ainsi, dans ce modèle , on exprime lt = vech(Lt) comme étant fonction

du passé :

lt = c +
p∑

i=1

Ailt−i +
q∑

j=1

(Bjεt−j + Fj | εt−j |) (4.2)
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où c est un vecteur de dimension (n(n + 1)/2) × 1, Ai est une matrice

de dimension (n(n + 1)/2)× (n(n + 1)/2) et Bj , Fj sont des matrices de di-

mension (n(n+1)/2)×n. Ce modèle permet d'obtenir directement la dé�nie

positivité de Ht sans restriction sur les coe�cients. En e�et, il n' y a aucune

condition de dé�nie positivité sur la matrice Lt dans le modèle GARCH-

Cholesky alors que la matrice Lt nous permet d'obtenir la matrice Ht à

chaque instant t. De plus, contrairement au cas du modèle BEKK, l'écriture

est linéaire dans les paramètres et εt est directement utilisé dans l'expression

du modèle GARCH-Cholesky, ce qui apporte plus de facilité dans la mani-

pulation de ce modèle.

Cependant, on peut noter une contrainte importante qui vient du fait qu'une

décomposition de Cholesky d'une matrice dé�nie positive n'est pas unique.

D'après Dhrymes 1984, (Proposition 58,Remarque 34, pp68-69)on peut iden-

ti�er Lt en imposant que les éléments sur la diagonale de la matrice Lt soient

strictement positifs. Ainsi, dans l'équation (4.2), pour assurer l'identi�cation

de Lt, les éléments correspondants aux éléments diagonaux de Lt doivent être

strictement positifs. Par exemple il su�t d'imposer que les lignes de Ai,Fj

et les éléments de c correspondant aux éléments diagonaux de Lt doivent

etre strictement positifs, alors que ceux de Bj doivent etre nuls. En fait,

l'introduction de la matrice Fj est motivée uniquement par la condition de

positivité des éléments diagonaux de Lt. Elle permet de ne pas éliminer les

valeurs passées de εt de l'expression des éléments diagonaux de Lt

Remarque 4.1 L'opérateur vech a été utilisé ici pour obtenir une matrice

triangulaire inférieure d'une manière aisée. On remarque en e�et que les

éléments Li,j,i < j qui sont nuls ont été ainsi éliminés de la représentation.
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Exemple 4.1 Considérons le modèle GARCH(1,1) pour n=2 :



l11,t

l21,t

l22,t


 =




c1

c2

c3


 +




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33







l11,t−1

l21,t−1

l22,t−1


 +




0 0

b21 b22

0 0





ε1,t−1

ε2,t−1


 +




f11 f12

f21 f22

f31 f32





| ε1,t−1 |
| ε2,t−1 |


 . (4.3)

Les paramètres a1j,a3j, j ∈ {1, 2, 3} et f11,f12,f31et f32 doivent être posi-

tifs alors que b11, b12,b31,b32 sont nuls pour assurer l'identi�abilité du modèle.

On peut cependant remarquer dans cet exemple un e�et d'asymétrie pour la

quantité l21,t uniquement, alors que l'e�et d'asymétrie n'est pas présent pour

les éléments l11,t et l22,t.

D'une manière générale, le modèle GARCH-Cholesky admet un nombre

de paramètres d'ordre O(n4) car la matrice Ai est une matrice carrée de

dimension (k(k + 1)/2) × (k(k + 1)/2), ce qui n'est pas pratique pour des

modèles où on a n > 3. De la même façon que dans le modèle vectoriel,

on peut restreindre le modèle de telle manière que l'élément lrc,t de Lt ne

dépende que de ses valeurs passées et des valeurs passées de εr,t et εr,t. On

en déduit l'expression de lrc,t :

lrc,t = c2
rr +

p∑

i=1

a2
rrlrr,t−i +

q∑

j=1

f2
rr,j | εr,t−j | si r = c

= crc +
p∑

i=1

arc,ilrc,t−i +
q∑

j=1

(brc,rjεr,t−j + brc,cjεc,t−j)

pour (r > c).
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Remarque 4.2 1- Dans l'expression précédente, on note l'élément de la ma-

trice Ai correspondant au terme lrc,t−i par arc,i par souci de simplicité. En

fait arc,i ne correspond pas en général à l'élément se trouvant à la ligne r et

colonne c de la matrice Lt.

2- Dans ce modèle Ai est diagonale et Bj, Fj ont au plus deux éléments dif-

férents de zéro dans chaque ligne.

3-Les éléments de frr,jont été introduits pour assurer la positivité des élé-

ments diagonaux de la matrice Lt, on peut donc supposer ces éléments nuls

dans l'expression de lrc,t quand r > c.

4- On remarque que dans le modèle GARCH-Cholesky le nombre de pa-

ramètres est d'ordre O(n4) car la matrice Ai est diagonale de dimension

(n(n + 1)/2)× (n(n + 1)/2).

4.1 Asymétrie dans le modèle GARCH-Cholesky

Une conséquence de la linéarité du modèle GARCH-Cholesky restreint

est que l'on peut exprimer facilement l'e�et d'asymétrie. L'expression des

éléments de Lt est la suivante :

lrc,t = c2
rr +

p∑

i=1

a2
rrlrr,t−i +

q∑

j=1

(b2
rr,jε

−
r,t−j + f2

rr,j | εr,t−j |)si r = c

= crc +
p∑

i=1

a2
rc,ilrc,t−i +

q∑

j=1

(brc,rjε
−
r,t−j + brc,cjε

−
c,t−j + frc,rj | εr,t−j | +frc,cj | εr,t−j |)

si r > c, avec ε−t = max(0,−εt).

Une propriété des séries �nancières est que les valeurs négatives des inno-

vations passées ont un plus grand e�et sur la volatilité à la date t. Pour
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l'élément lrr,t on retrouve cette propriété sans imposer aucune restriction

particulière sur les paramètres c2
rr, a2

rr, b2
rr,j et f2

rr,j . Ainsi, quand εt < 0 on

obtient des valeurs plus grandes pour lrc,t. Cependant, dans le cas où r > c,

les nouveaux paramètres introduisant l'asymétrie sont di�ciles à interpréter

car le signe de lrc,t−i est inconnu.

4.2 Etude des paramètres de hij,t dans le cas GARCH(1,1)
quand n=2

D'après la relation (4.1) on tire l'expression de hij,t en fonction des élé-

ments de Lt :

hij,t =
min(i,j)∑

k=1

likljk. (4.4)

Ainsi, si on ne prend pas en compte les e�ets de l'asymétrie, on a :

h11,t = l211 = (c4
11 + a4

11l
2
11,t−1 + f4

11ε
2
1,t−1 + 2c2

11a11l11,t−1

+2c2
11f

2
11 | ε1,t−1 | +2a2

11l11,t−1f
2
11 | ε1,t−1 |

h21,t = l21l11 = c2
11c21 + c2

11a21l21,t−1 + a2
11l11,t−1c21 + (c2

11b21,1 +

a2
11l11,t−1b21,1)ε1,t−1 + (c2

11b21,2 + a2
11l11,t−1b21,2)ε2,t−1 +

(f2
11c21 + f2

11a21l21,t−1) | ε1,t−1 | +f2
11b21,2 | ε1,t−1 | ε2,t−1.

On remarque que les éléments de Ht dépendent de termes comme ε2i,t−h,

εi,t−hεj,t−h mais aussi de εi,t−1 et | εi,t−h |, ce qui n'était pas le cas pour

le modèle BEKK et le modèle vectoriel. Ainsi, dans le modèle GARCH-

Cholesky restreint on a additionné de nouveaux termes dans la dynamique

des éléments de la matrice de covariance du processus GARCH multivarié

hij,t, alors que le nombre de paramètres reste du même ordre que dans le
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cas du modèle BEKK. Cependant, l'interprétation de ces nouveaux termes

reste di�cile. De plus, les termes hij,t ne dépendent pas directement de leurs

valeurs passées sauf pour j = 1. En�n, on remarque que pour obtenir un

modèle GARCH-Cholesky dont le nombre de paramètres est du même ordre

que dans le modèle BEKK, il faut faire des hypothèses très restrictives.

5 Modèles à corrélations conditionnelles constantes
et extensions

Les modèles à corrélations conditionnelles constantes sont des modèles

pour lesquels les variances des composantes du processus GARCH multivarié

varient en fonction du temps et les corrélations conditionnelles sont quant à

elles constantes. Cette hypothèse énoncée par Bollerslev(1990) est justi�ée

par l'étude empirique des processus multivariés. La corrélation conditionnelle

entre εit et εjt à l'instant t− 1 est donnée par la relation suivante :

ρij,t = hij,t/(hii,thjj,t)1/2.

En général cette corrélation varie au cours du temps, mais dans certains

cas on peut la supposer constante : les covariances conditionnelles sont pro-

portionnelles à la racine carrée du produit des variances :

hij,t = ρij(hii,thjj,t)1/2 j = 1, · · · , n et i = j + 1, . . . , n. (5.1)

Remarque 5.1 La validité de l'hypothèse nous donnant l'equation précé-

dente relève d'une étude empirique de certaines séries de processus MGARCH.

Il est cependant important de souligner que les variances conditionnelles

27



varient au cours du temps dans ce modèle : hii,t est une fonction du passé.

Ainsi, on tire une décomposition de Ht :

Ht = ∆tΓ∆t, (5.2)

avec ∆t une matrice diagonale de dimension n × n ayant pour éléments
√

h11,t, · · · ,
√

hnn,t. La matrice R est constante par rapport au temps, de

dimension n × n et qui a pour éléments ρij et 1 sur la première diagonale.

D'après l'équation (5.2), il est clair que Ht est dé�nie positive dès que les

variances conditionnelles sont bien dé�nies et R dé�nie positive car :

x′Htx > 0 ∀x ∈ Rn, x 6= 0 ⇔ x′DtRDtx > 0 ∀x ∈ Rnx 6= 0.

De plus on peut remarquer que Dt et Γ1/2 commutent, en e�et, on a :

H
1/2
t = ∆tΓ1/2 = Γ1/2∆t.

5.1 Vraisemblance

Un avantage de ce modèle est la simplicité du calcul du quasi-maximum

de vraisemblance au moment de procéder à l'estimation des paramètres. Ex-

primons l'expression de la log vraisemblance dans le cas du modèle BEKK :

L(θ) =
∑T

t=1 log[1/(2π)n/2 × 1/ | Ht |−1/2 ×exp(−1/2ε′tH
−1
t εt)]

=
∑T

t=1−n/2 log(2π)− 1/2(log(| Ht |) + ε′tH
−1
t εt)

= −Tn/2 log(2π)− 1/2
∑T

t=1(log(| Ht |) + ε′tH
−1
t εt)

où T est le nombre d'observations de la série.
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Dans cette expression on doit inverser la matrice Ht de dimension (n× n) à

chaque instant t ce qui demande beaucoup de calculs sachant que le nombre

d'observations pour les séries �nancières est en général grand. Dans le mo-

dèle à corrélations constantes le fait que l'on puisse décomposer la matrice Ht

nous permet de ne pas inverser Ht à chaque date t car H−1
t = ∆−1

t Γ−1∆−1
t

on obtient une expression du quasi-maximum de vraisemblance qui est la

suivante :

L(θ) = −Tn/2 log(2π)− 1/2
∑T

t=1(log(| ∆tR∆t |) + ε′t∆
−1
t Γ−1∆−1

t εt)

= −Tn/2 log(2π)− T/2 log(| R |)−∑T
t=1(log(| ∆t |)− 1/2

∑T
t=1 ε̃t

′Γ−1ε̃t)

où ε̃t = ∆−1
t εt.

5.2 Modèles a corrélations constantes dynamiques

D'une manière générale faire l'hypothèse que les corrélations condition-

nelles sont constantes peut être trop restrictive pour l'étude de certaines

séries. Engle (2002) a introduit le modèle à corrélations conditionnelles dy-

namiques (Dynamic Constant Correlation). Dans ce modèle R varie au cours

du temps, l'expression de Ht est la suivante :

Ht = DtRtDt, (5.3)

où la matrice Dt a les mêmes spéci�cations que dans le modèle a correla-

tion constante et la matrice Rt de dimension n×n a pour éléments rij,t = ρij,t

quand i 6= j et 1 quand i = j. Les éléments rij,t sont fonctions du passé,

Engle a donné deux spéci�cations GARCH de ces termes. Cependant aucune

étude n'a encore été faite sur ces spéci�cations.
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5.3 Extention

Jeantheau (1998) a proposé une extension du modèle à corrélation constante

de Bollerslev qui admet la même décomposition de la matrice de cova-

riance conditionnelle Ht dé�nie en (5.2). Les covariances conditionnelles étant

constantes dans ce modèle, ce sont uniquement les variances conditionnelles

qui sont exprimées en fonction du passé. Soit une série {εt, t ∈ Z} de variables
aléatoires à valeurs dans Rn qui suit un processus GARCH multivarié,on a :

εt = ∆tηt, (5.4)

où ∆t est une matrice diagonale et les éléments ∆t,ii satisfont la relation

suivante :




(∆2
t,11

...

∆2
t,nn


 = C +

q∑

i=1

Ai




ε2t−i,1

...

ε2t−i,n


 +

p∑

j=1

Bj




∆2
t−i,11

...

∆2
t−i,nn


 (5.5)

avec C ∈ Rn, AietBj ∈ Rn×Rn, nous supposerons que les coe�cients des

matrices de la relation précédente sont tous positifs. De plus, ηt est une série

de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées véri�ant les

conditions suivantes :

1-L'espérance de ηt est nulle, et la matrice de covariance Γ est telle que :

Γ =




1 ρ12 · · · ρ12

ρ12
. . . ...

... . . . ρ(n−1)n

ρ1n · · · ρ(n−1)n 1




.

2- La variable aléatoire ηt est indépendant de la tribu It−1 engendrée par les

valeurs passées du processus.
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3- La loi de ηt est telle qu'il n'existe pas de forme quadratique q telle que

q(ηt) = γ p.s., avec γ ∈ R. En�n θ est le vecteur des paramètres.

De cette dé�nition, on obtient l'expression des éléments hij,t de la matrice

de covariance conditionnelle du processus εt :




hij,t = (∆t,ii)2

hij,t = ρij∆t,ii∆t,jj pour i 6= j.

En e�et, si on exprime Ht en fonction des matrices ∆t et Γ on a :

Ht = Et−1(εtε
′
t) = Et−1(∆tηtη

′
t∆

′
t) = ∆tΓ∆t.

Ainsi, on véri�e bien que les corrélations conditionnelles sont constantes.

Remarque 5.2 1- Si on impose que les composantes de ηt sont indépen-

dantes entre elles alors HT est diagonale.

2- Si Ai et Bj sont diagonales, hii,t ne dépend que de ses propres valeurs

passées et des valeurs passées de εt, alors que dans ce cas hij,t dépend des

valeurs passées de hii,t ethjj,t et des valeurs passées de εi,t etεj,t

Nous allons maintenant spéci�er les conditions à imposer sur les para-

mètres pour que le modèle soit stationnaire et identi�able.
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5.4 Stationnarité

A partir des équations (5.4) et (5.5) on peut écrire le modèle à corrélation

constante de la manière suivante :



h11,t

...

hnn,t


 = C +

s∑

i=1

(Ai(η2
t ) + Bi)




h11,t−i

...

hnn,t−i


 (5.6)

où s = sup(p, q), Ai(η2
t ) = 0 pour i > q et Bj = 0 pour i > p.

La proposition suivante nous donne la condition de stationnarité du mo-

dèle à corrélation constante :

Proposition 5.1 Si le vecteur des paramètres θ est tel que det(In-
∑s

i=1(Ai+

Bi)λ) a ses racines en dehors du cercle unité alors le modèle MGARCH(p,q)

à corrélation constante admet une solution stationnaire au second ordre. De

plus cette solution est unique et strictement stationnaire ergodique.

En e�et, exprimons le modèle sous forme matricielle :

Soit

Vt =
(
H11,t · · · Hnn,t H11,t−1 · · · Hdd,t−n+1

)
. On a :

Vt =




A1(η2
t−1) + B1 A2(η2

t−2) + B2 · · · An(η2
t−n) + Bn

In 0
. . . ...

In 0




Vt−1+




C

0
...

0




.

On obtient :

Vt = F (ζt)Vt−1 + G
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avec ζ ′t = (ηt−1, ηt−2, · · · , ηt−s) et, G′ = (C, 0, · · · , 0) et F (ζt) la matrice

de la relation précédente. On en déduit que :

Vt = F (ζt) · · ·F (ζt−k+1)Vt−1 +
k−1∑

t=0

F (ζt) · · ·F (ζt−i+1)G

On remarque que le second terme de l'égalité précédente est une série de

termes positifs, de plus on a :

E(F (ζt) · · ·F (ζt−i+1)) = F iG,

avec F =




A1(η2
t−1) + B1 A2(η2

t−2) + B2 · · · An(η2
t−n) + Bn

In 0
. . . ...

In 0




.

Par conséquent, det(λId−F ) et det(In−
∑s

i=1(Ai + Bi)λ−i) ont les mêmes

racines. Ainsi, la série converge dans L1 si det(In-
∑s

i=1(Ai + Bi)λ) a ses

racines en dehors du cercle unité.

Soit V t,θ =
∞∑

i=1

F (ζt) · · ·F (ζt−i+1)G,

comme les variables aléatoires ηt sont indépendantes, alors le processus

(ζt), et par conséquent le processus (V t,θ) sont strictement stationnaires er-

godiques. On en déduit que εt,i =
√

(hii,t)ηt,i est un processus GARCH(p,q)

strictement stationnaire et converge dans L2.

De plus cette solution est unique car si l'on suppose que εt est une autre

solution, alors Vt satisfait :

Vt = F (ζt) · · ·F (ζt−k+1)Vt−k +
k−1∑

i=0

F (ζt) · · ·F (ζt−i+1)G.
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Or, on a :

F (ζt) · · ·F (ζt−k+1)Vt−k = F kE(Vt−k) = cF k −→ 0

avec c > 0. Ainsi,V t = Vt et donc εt = εt.

5.5 identi�abilité

En utilisant l'opérateur retard L, on peut exprimer le modèle à corréla-

tion constante de la manière suivante :

P (L)




h11,t

...

hnn,t


 = C + Q(L)




ε211

...

ε2t,n


 (5.7)

avec P et Q deux matrices de dimension n × n à coe�cients polyno-

miaux. On remarque que si on multiplie (5.7) par une matrice à coe�cients

polynomiaux R(L) 6= In, on obtient une autre formulation du modèle à cor-

rélation constante avec la même solution. Il est donc nécessaire de véri�er

certaines conditions pour assurer l'identi�abilité du modèle. Avant d'aborder

cette question, nous allons d'abord rappeler quelques résultats sur les ma-

trices à coe�cients polynomiaux.

Propriétés des matrices à coe�cients polynomiaux

Les propriétés et les résultats de cette section ont étés établies par Kai-

lath(1980). Notons MP l'ensemble des matrices à coe�cients polynomiaux.
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Dé�nition 5.1 Soit M(L) ∈ MP une matrice carrée. La matrice M(L) est

unimodulaire si son déterminant est non nul et indépendant de L.

Le théorème suivant nous donne la dé�nition du plus grand diviseur

commun à gauche (ou PGCD à gauche) d'une matrice carrée.

Théorème 5.1 Soit A,B ∈ MP tels que detA 6= 0 et detB 6= 0 ; il existe

D ∈ MP tel que :

Chaque diviseur à gauche de D est aussi un diviseur à gauche de A et B,

et chaque diviseur à gauche de A et B est aussi un diviseur à gauche de D.

On appelle la matrice D le PGCD à gauche de A et de B. De plus on a

l'égalité de Bezout :

∃(U, V ) ∈ MP 2/D = AU + BV .

Il est important de remarquer que le PGCD à gauche n'est pas unique,

mais si J est un autre PGCD à gauche de A et B, alors il existe une matrice

W unimodulaire telle que J = DW . Ainsi, deux matrices sont premières si

aucun de ses PGCD à gauche est unimodulaire.

Dans le cas univarié il su�t de supposer que les deux polynômes sont pre-

miers pour obtenir l'identi�abilité. Mais comme le PGCD à gauche n'est pas

unique pour une matrice à coe�cients polynmiaux, cette hypothèse n'est

pas su�sante pour assurer l'identi�abilité. Par conséquent, nous devons in-

troduire la notion de matrice réduite par colonnes. Soit M(L) une matrice

à coe�cients polynomiaux et dij le degré du polynôme Mij =
∑dij

l=0 aij,lL
l.

On dé�nit dj(M) et la matrice M rc par :

dj(M) = supidij et M rc
ij = aij,dj .

On peut interpréter dj(M) comme étant le retard maximum d'un terme

apparaissant dans l'expression d'une des variances.
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Dé�nition 5.2 Une matrice à coe�cients polynomiaux M est réduite par

colonnes si le déterminant de M rc n'est pas égal à 0.

5.6 Notion de formulation GARCH minimale

Proposition 5.2 Soit (P1, Q1) un couple de matrices à coe�cients poly-

nomiaux tel que le modèle dé�ni en (5.5) a une solution strictement sta-

tionnaire, detP1 et detQ1 6= 0, et P1 et Q1 sont premières. Alors, si εt est

aussi la solution du modèle écrit avec le couple (P2, Q2), il existe une matrice

M ∈ MP telle que P2 = MP1 et Q2 = MQ1.

Ainsi, comme indiqué dans la section précédente la condition P1 et Q1

sont premières n'est pas su�sante pour identi�er le modèle. Une façon de

choisir un couple de matrices (P1, Q1) serait de prendre le couple de ma-

trices induisant le moins de retard des termes ∆t,ii(θ) et εt,i. Cependant,

il est possible de trouver une matrice unimodulaire M telle que M 6= Id,

dj(MP ) = dj(P ), dj(MQ) = dj(Q), M(0) = Id et (MP, MQ) solution du

modèle dé�ni en (5.5). La dé�nition suivante nous donne la condition qui va

nous permettre d'assurer l'identi�cation du modèle :

Dé�nition 5.3 Une formulation d'un modèle GARCH(P,Q) multivarié est

minimale si :

P (L)




h11,t

...

hnn,t


 = C + Q(L)




ε2t,1
...

ε2t,n




où P et Q sont des matrices à coe�cients polynomiaux satisfaisant les condi-

tions suivantes :

1-P (0) = Id et Q(0) = 0.
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2-det(P ) 6= 0 et det(Q) 6= 0.

3-P et Q sont premières.

4-∀j, 1 6 j 6 n, dj(P ) = dj 6 p et dj(Q) = dj 6 q.

5-P ou Q sont reduits par colonnes.

La proposition suivante justi�e l'introduction de la notion de formulation

minimale pour un modèle GARCH(p,q).

Proposition 5.3 Soit (P1, Q1) une formulation minimale d'un modèle

GARCH(p,q) multivarié telle qu'il existe une solution au second ordre notée

εt. Alors, εt est aussi une solution d'un autre modèle formulé avec le couple

(P2, Q2) il existe j, tel que dj(P2) > dj(P1) ou dj(Q2) > dj(Q1).

Démonstration

D'après la proposition (5.2) on a : P2 = MP1 et Q2 = MQ1. Si P1 est réduite

par colonnes, comme (P2)(0) = (MP1)(0) = Id, on a : M(0) = Id et M doit

être égal à Id+LR(L), où R(L) est une matrice à coe�cients polynomiaux.

Ainsi, MP1 = P1 + LR(L)P1. Donc dj(MP1) = dj(P1), j ∈ {1, · · · , n}
seulement si RP rc

1 = 0. Comme P1 est réduite par colonnes, alors R(L) = 0.

On peut e�ectuer le même raisonnement en supposant que Q1 est réduite

par colonnes.

Remarque 5.3 La condition imposant que P ou Q soit réduite par colonnes

est essentielle dans la proposition (5.3). Elle permet d'éliminer le cas où on

a M une matrice unimodulaire telle que dj(MP ) = dj(P1) et dj(MQ) =

dj(Q1). En e�et cette condition astreint la matrice M à être égale à la matrice

identité.

Le lemme suivant va nous permettre d'énoncer les conditions nous assu-

rant l'identi�abilité du modèle :
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Lemme 5.1 Si U est une matrice n×n et V est un vecteur It−1−mesurable,

on a :

U




ε21,t

...

ε2n,t


 = V ⇒ U = 0 et V = 0.

Proposition 5.4 Si on suppose Ht la solution au second ordre du modèle

MGARCH à corrélation constante, et si les matrices C0i, A0i et B0j cor-

respondent à la formulation minimale du modèle MGARCH à corrélation

constante alors on a :

Ht = H0t∀ t p.s. ⇒ C0i = Ci, A0i = Ai, B0j = Bi et ρ0ij = ρij .

H0t étant la matrice de covariance conditionnelle obtenue avec la formu-

lation minimale.

Remarque 5.4 La notion de formulation minimale est essentielle pour l'iden-

ti�abilité du modèle. Cependant cette notion suppose que P ou Q doivent être

réduits par colonnes, ce qui est une restriction supplémentaire pour le modèle.

On peut remarquer d'abord que H0t = Ht implique que ρ0ij = ρij .

D'après l'équation (5.5) on a :




h2
11,t

...

h2
nn,t


 = C +

q∑

i=1

Ai




ε2t−i,1

...

ε2t−i,n


 +

p∑

j=1

Bj




h2
11,t−i

...

h2
nn,t−i


 .

De plus on a quand on exprime le modèle avec la formulation minimale

on a :
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


h2
11,0t

...

hnn,0t(θ0)2


 = C0 +

q∑

i=1

A0i




ε2t−i,1

...

ε2t−i,n


 +

p∑

j=1

B0j




h2
11,0t−i

...

h2
nn,0t−i


 .

Si Ht = H0t on obtient :

V +
q∑

i=1

Mi




ε2t−i,1

...

ε2t−i,n


 +

p∑

i=1

Mq+i




h2
11,t−i

...

h2
nn,t−i


 = 0. (5.8)

où V est un vecteur constant de dimension n et Mi sont des matrices de

dimension n × n. Nous devons montrer que tout ces termes sont nuls. On

tire de l'equation (5.8) la relation suivante :

M1




ε2t−1,1

...

ε2t−1,n


 = U,

avec U vecteur It−2-mesurable. D'après le lemme (5.1) M1 et U sont nuls.

On en déduit que :

Mq+1




h2
11,t−1

...

h2
nn,t−1


 = −V −

q∑

i=2

Mi




ε2t−i,1

...

ε2t−i,n


−

p∑

i=2

Mq+i




h2
11,t−i

...

h2
nn,t−i


 . (5.9)

Supposons que P est réduite par colonnes ; d'après la proposition (5.3), le

terme de gauche de l'equation (5.9) doit avoir une formulation avec au moins

une colonne j avec dj(P ) retards, ce qui est en contradiction avec le terme

de droite de l'equation qui a seulement dj(P )− 1 retards. Donc, Mq+1 = 0.
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En réitérant le meme raisonnement on montre que M2,Mq+2,M3, · · · ,Mq+p

sont nuls et donc que V = 0.

6 Conclusion

Dans cette étude nous avons pu aborder di�érents problèmes induits par

le passage du cas univarié au cas multivarié. Ainsi, nous avons vu que des

restrictions doivent être imposées sur les fonctions exprimant Ht en fonction

de son passé pour assurer la dé�nie positivité de la matrice de covariance

conditionnelle à chaque instant t. D'autre part, nous avons vu qu'il est par-

fois nécéssaire d'imposer de nouvelles restrictions pour réduire le nombre

de paramètres à estimer : en e�et le nombre des paramètres croit quadrati-

quement dans les modèles présentés. Cependant, l'intérêt pour les modèles

GARCH multivariés étant récent, l'étude de ces modèles reste incomplète.
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