Mémoire pour l'obtention du Dipléme d’Etude
Approfondie (D.E.A) en Mathématiques
Appliquées et Sciences Economiques

Théme : Modéles GARCH multivariés

RAisst HAMDI
Université Charles De Gaulle Lille 3
Laboratoire : GREMARS

hamdi.raissiQetu.univ-lille3.fr

Directeurs de mémoire : JEAN-MICHEL ZAKOIAN

CHRISTIAN FRANCQ

Année académique 2003-2004



Table des matiéres

1 Introduction 3
Introduction 3
2 Modéles GARCH vectoriels 5
2.1 Modele Diagonal . . . . . .. ... 6
2.2 Généralité du modéle vectoriel . . . . . .. ... ... L. 7
3 Modéle BEKK 8
3.1 Identifiabilité du modele BEKK pour GARCH(1,1) quand
K=1. ... .. e 10
3.2 Généralité de la représentation BEKK pour le modéle GARCH(1,1) 11
3.3 Comparaison entre le modéle BEKK et le modéle vectoriel . . 17
3.4 Etude de la stationnarité . . . . . . . ... ... L. 19
4 Modéles GARCH-Cholesky 22
4.1 Asymétrie dans le modéle GARCH-Cholesky . . . . . . . . .. 25
4.2 Etude des paramétres de h;j¢ dans le cas GARCH(1,1) quand
D=2 0 e 26

Modéles a corrélations conditionnelles constantes et exten-

sions 27
5.1 Vraisemblance . . . . . . . . ... Lo 28
5.2 Modeles a corrélations constantes dynamiques . . . . . . . .. 29
5.3 Extention . . . .. ... ... oo 30
5.4 Stationnarité . . . . ... ... oL 32
5.5 identifiabilité . . . .. ..o 34



5.6 Notion de formulation GARCH minimale . . . ... ... .. 36
6 Conclusion 40

7 Reférences 40

1 Introduction

Les modeéles GARCH ont été introduits pour rendre compte des proprié-
tés des séries financiéres, et en particulier de leur hétéroscédasticité. Engle
(1982) a proposé le modéle ARCH(q). Ce modéle est celui qui a rencontré
le plus de succés dans la littérature. Bollerslev(1986) a ensuite généralisé le
modéle ARCH(q) : c’est le modéle ARCH(p,q) généralisé ou GARCH((p,q).
Le modéle GARCH(p,q) univarié consiste a écrire la variance conditionnelle
du processus GARCH en fonction de son passé. Dans le cas d'un GARCH
fort, on dit que {€;}ren suit un processus GARCH si :

€ = Ot

ol =w+ YL el + Py Bjot?_j (avec o? I;_1 mesurable)

ol w, a;, B des réels positifs. Le processus n; est iid, tel que E(n;) = 0
et V() = 1, o} est la variance conditionnelle du processus GARCH, et I

désigne la tribu engendrée par les valeurs passées de ;.

Bien que dans le cas univarié le modéle GARCH ait été ’objet de nom-
breuses études, le cas multivarié reste encore peu étudié. Dans le cas multi-

varié, on considére un vecteur ¢, = (€14, , €n¢)’ et la matrice de covariance



conditionnelle H; du processus {€:}+cn & la date ¢ de terme général h;j
Ht = Et,1(6t62>.

Dans les modéles GARCH multivariés, on exprime cette matrice de cova-
riance conditionnelle en fonction du passé du processus {¢e; }ren et des propres
valeurs passées de H;. Une premiére approche consiste a considérer un pro-
cessus GARCH multivarié {e }:cny ayant pour composantes des processus
GARCH univariés indépendants entre eux. Mais cette facon de traiter le pro-
bléme est restrictive. En effet, I’étude des séries financiéres a mis en évidence
une corrélation non nulle entre les composantes des processus GARCH mul-
tivariés. Ainsi, différentes formulations tenant compte des corrélations entre
les composantes d'un processus GARCH multivarié (ou MGARCH) ont été
introduites. De la méme maniére que dans le cas univarié, on dit que {€; }ren

est un processus MGARCH(p,q) si :

1/2
6t:Ht/ ul

g(Hy) = f(Heo1, - Hip €1, €1-g)
avec Htl/2 une matrice telle que Ht1/2lLIt1/2 = H;. Le processus {n; }ten est
un processus de dimension n, iid tel que pour tout t € Non a: E(n) =0 et
E(mm;) =T, la matrice I' étant une matrice carrée de dimension n. Notons
enfin que f est une transformation I;_; mesurable et g une transformation
I; mesurable. On voit que la notion de GARCH fort n’a de sens que si Htl/2
existe et donc que H; est définie positive. Ainsi f est une transformation
qui doit assurer la définie positivité de la matrice H;. Le but de ce mémoire
est de présenter les différents modéles GARCH-multivariés. A travers ces

approches pour représenter ’hétéroscédasticité conditionnelle des séries fi-

nanciéres, nous étudierons les restrictions intrinséques a ces modéles, et les



restrictions motivées par l'identifiabilité de ces modéles et la définie posi-
tivité de la matrice H;. Dans la section 1, nous allons présenter le modéle
vectoriel et une version restreinte du modéle vectoriel qui est le modéle vec-
toriel diagonal. Dans la section 2, nous étudierons le modéle BEKK : nous
verrons notemment que le modéle vectoriel ne peut étre considéré que dans
le cadre des modéles BEKK. Dans la section 3, nous nous intéresserons au
modéle GARCH-Cholesky qui a la particularité d’assurer la définie positi-
vité de la matrice H; en considérant une transformation de celle-ci. Enfin
nous étudierons dans la section 4 les modéles a corrélation constante et ses
extensions. Nous allons voir dans cette partie que le principal intérét de ce
modele est la facilité de calcul du quasi-maximum de vraisemblance lors de

I’estimation des paramétres.

2 Modéles GARCH vectoriels

Le modele vectoriel a été introduit par Engle et Kroner (1995), ce modéle
est le plus simple pour représenter Hy par rapport & son passé. En effet, cette
représentation présente une expression de H; similaire & ’expression de la

volatilité dans le cas univarié :

q p
hy = Co + Z Asep_; + Z tht—j (2.1)
i=1 j=1

ou e; = vec(eey), hy = vec(Hy), Ai,B; matrices de dimension n x n, et Cj
vecteur de dimension n. L’opérateur vec appliqué a une matrice consiste a
mettre en une seule colonne les colonnes d’une matrice. Cependant la matrice
H,; étant clairement symétrique certaines équations du modéle précédent sont

redondantes, il est donc préférable d’utiliser 'opérateur vech(.) dans (2.1) qui



met en seule colonne la partie triangulaire supérieure d’une matrice. Ainsi
les dimensions des matrices A; et Bj, sont de dimension (n(n + 1))/2) x
(n(n+1))/2), et Cy est un vecteur de dimension (n(n + 1))/2), le nombre
de parameétres est ainsi considérablement réduit. On peut écrire le modéle

en regroupant le vecteur Cy et les matrices de paramétres dans une méme

matrice :

hi = Fzy = (2, @ Ivec(F) = Zya (2.2)

Avec zp = (1,6 1, &g Py, hy_p),  a=wvec(F),

F:(CO Al--~Aq Bpr) et Zt:(z£®f)

Pour illustrer le modéle vectoriel considérons le modele GARCH(1,1) avec

deux équations (n = 2) en utilisant 'opérateur vech(.) :

hits c1 ail a2 a3 6%7t_1
ht = Lhoy|=]co|+|aa a2 az €1,—1€2,4—1
hoo 3 asy asy ass €541
bi1 b2 bi3 hi1,4—1
+ | bor baa  bag higs—1 | - (2.3)
b31 b3z bs3 ha2¢—1

2.1 Modéle Diagonal

Dans certaines séries financiéres, on peut supposer que les volatilités et
les covariances ne dépendent que de leurs valeurs passées dans le modéle

précédent. Ainsi, h,s; ne dépend que des valeurs passées de €, €5 . Dans ce



modéle les matrices A; et B; sont des matrices diagonales ce qui réduit le

nombre de paramétres. Dans le cas de I'exemple précédent on obtient :

c1 ai; 0 0 6%1&—1 by 0 0 hi1¢-1
ht=1|{co|+| 0 axn 0 €1 i—1€2¢—1 | T 0 b O hi2.t—1

2
c3 0 0 oass €41 0 0 b33) \ho2t

On peut cependant remarquer que le modéle diagonal ne correspond pas
au modele ot il n’existe pas de corrélation entre les composantes du processus

GARCH multivarié car H; n’est pas diagonale.

Remarque 2.1 La représentation vectorielle (et donc a priori le modéle dia-
gonal) telle qu’elle est définie dans la partie précédente ne tient pas compte
de la définie positivité nécessaire de Hy . Les hypothéses établissant la défi-
nie positivité pour Hy o chaque date t pour le modéle vectoriel ne sont pas
claires. Ainsi, il est difficile de considérer un GARCH fort pour les processus

multivariés dans le cadre de ce modéle.

2.2 Généralité du modéle vectoriel

Définition 2.1 Un modéle est général quand tout les termes €,1—i€s1—; et
hrst—i peuvent apparaitre dans l’expression de chaque terme de la matrice de
covariance Hy, de plus, aucune combinaison de valeurs entre les coefficients

de chaque terme ne doit étre écartée par l'expression de ce modéle.

D’aprés la définition précédente le modéle vectoriel est général. En effet
chaque élément de la matrice H; est une fonction linéaire des valeurs passées
de €, 1—i€s1—; et de h,s—; dans le modele vectoriel. Ainsi, grace a sa linéarité

la notion de généralité est facilement vérifiable pour le modéle vectoriel.



3 Modéle BEKK

Le modéle BEKK !suivant a été introduit par Engle et Kroner (1995)
pour imposer la restriction de définie positivité a la matrice H; sous des
conditions trés faibles.

IL’expression de la matrice H; a chaque instant ¢ dans le modéle BEKK

nous est donnée par la relation suivante :

K q K »p
H =C'C+> Y A, jAx+ Y Y By H By  (3.1)

k=1 i=1 k=1 j=1
ot Ajk, Bji, k € {1,--- , K} sont des matrices de dimension n x n et C est
une matrice constante de dimension n X n.
L’introduction de la somme sur ’entier k est motivée par un probléme de

généralité du modéle que nous aborderons plus loin.

Exemple 3.1 Considérons le modéle GARCH(1,1) avec K = 1. L’expres-

sion du modéle est la suivante :

H; = c'C + Alﬁt_leg_lA + B/Ht_lB.

Dans le cas ot n = 2, la relation précédente devient :

2
air a2 €141 €1,1—1€2,4—1 air a2
H = CC+ ’
2
a1  G22 €2,1—1€1,t—1 €54-1 a1 a2
!
bi1 bi2 hi1t—1 hi2t—1 bi1 bi2
+ (3.2)
ba1  bao hatt—1 hazt—1 ba1  bao

'Le terme BEKK est un acronyme formé par les initiales des noms Baba, Engle, Kroner

et Kraft



On remarque que ce modéle nécessite moins de parameétres que le modéle
GARCH(1,1) proposé en exemple pour le modéle vectoriel. Cependant, le
nombre de paramétres croit quadratiquement avec n. Ainsi, il est préférable
de réduire ce nombre, tout en imposant des restrictions nous assurant ’iden-
tifiabilité et la généralité du modéle.

Engle et Kroner(1995) ont établi la proposition suivante qui nous donne
des conditions que doit remplir le modéle pour que Hy soit définie positive

vVt € N.

Proposition 3.1 Si Hy, H 1,--- ,H_,1 sont définies positives, alors H;
est définie positive dans le modéle BEKK si :
P K
ker{C} ﬂ ﬂ ker{Bj,} = {0}.
j=1k=1
On voit que les conditions pour obtenir une matrice H; définie positive
quelque soit ¢t € N sont faibles : la condition portant sur les noyaux des ma-
trices C' et Bji, j € {1,--- ,n} est vérifiée si la matrice C ou I'une des matrices
Bjj, est de plein rang. De plus on remarque dans cette proposition que les
conditions portent sur les termes GARCH et la partie constante seulement de
I'expression de la représentation BEKK. En effet la quantité A}, e;—i€;_; Aix
est semi-définie positive car €€, _, est semi-définie positive. Ainsi, pour as-
surer la définie positivitée de Hy il suffit que C'C' + K | > 5y Bl Hi—jBji
soit définie positive.
Une conséquence de cette proposition est que pour le modele MARCH Ila
condition nécéssaire & la définie positivité de Hy, t € N, devient ker{C} =

{0}, c’est a dire que C soit de plein rang.

Remarque 3.1 Une condition suffisante de la proposition précédente serait

de prendre la matrice C triangulaire avec des éléments diagonaux strictement



positifs. En effet une telle matrice est de plein rang. Nous allons voir que cette

hypothese nous permet d’identifier le modéle.

3.1 Identifiabilité du modéle BEKK pour GARCH(1,1) quand
K=1.

Dans ce paragraphe, nous supposerons que la matrice C' est triangulaire.

Proposition 3.2 Pour un modéle GARCH(1,1)défini par (3.2), supposons
que les éléments de la diagonale de C' sont positifs. Si de plus a11 et byy po-
sitifs, alors il n'existe pas d’autre matrice C, A ou B donnant une représen-
tation équivalente du modele. (C’est o dire une méme matrice de covariance

H; pour un méme processus donné Vt € 7. )

La condition de positivité des éléments diagonaux vient du fait que la
décomposition d’'une matrice en produit de matrice triangulaire et sa trans-
posée existe toujours et est unique si les éléments sur la diagonale de la
matrice triangulaire sont positifs (Proposition 58, Remarque 34 Dhrymes

1984, pp 68-69). Ecrivons maintenant 1’élément Ay, ; de la matrice Hy :

n n n n
himt = Cim + Y Y Git@jm€i-1€0-1+ Y Y bibjmhije1. (3.3)

i=1 j=1 i=1 j=1
Si on écrit le terme hi1 4 en ignorant les termes GARCH, on obtient :
n n
hiiy = g E Ai1041€,t—1€5,t—1-
i=1 j=1
On remarque que le coefficient correspondant a €7, ; dans I’équation de

hi1, est a%l. Ainsi a1 est identifié a un signe prés qu’on fixe comme étant

positif. Le coefficient correspondant au terme €; ;—1€;;—1 dans cette équation

10



est (a11aj1 + aj1a11) = 2a11a51. On en déduit que aji est identifié car a1y
est déja identifie. Ainsi la premiére colonne de la matrice A est identifiée.
Ecrivons maintenant le terme h12; de la matrice H; en ignorant toujours les

termes GARCH :

n n
h12,t:E g 10§26t 1€5t—1-

i=1 j=1

Dans cette équation, le coefficient correspondant au terme eit_l est (a11a12+
ajpai1) = 2ajiaiz2. Comme aq; est identifié, alors on peut identifier ajo. De la
méme maniére, en considérant les termes €1 _1€;4—1 dans I’équation précé-
dente, on identifie les coefficients a;j2. Nous avons donc identifié la deuxieme
colonne de la matrice A. Un raisonnement similaire nous permet d’identifier

les autres colonnes de la matrice A et la matrice B du modéle défini en (4.2).

Remarque 3.2 La matrice C' a été choisie comme étant triangulaire par
souct de simplicité, cependant on peut prendre n’importe quelle factorisation

qui nous assure le fait que la partie constante est une matrice définie positive.

3.2 Généralité de la représentation BEKK pour le modéle

GARCH(1,1)

Pour assurer la généralité du modéle BEKK et rendre possible certaines
combinaisons de paramétres écartées par les contraintes de définie positivité
et d’identifiabilité, on doit prendre K > 1 . Cependant si K est grand, le
nombre de parameétres a estimer devient important, ainsi on doit choisir un
entier K minimal assurant ’élimination de toutes les restrictions du modéle.
Engle et Kroner (1995) nous donnent deux conditions nécessaires a vérifier

pour que le modeéle GARCH(1,1) soit général :

11



Proposition 3.3 Pour qu’il soit général le modéle BEKK GARCH(1,1) doit
vérifier les deux conditions suivantes :

a-Soit s=n(n+1)/2, alors K doit étre assez grand pour qu’il y ait un total
d’au moins s* éléments dans les matrices .

b-Soit ai;i le i,j éme élément d’une matrice Ayy. Alors, il doit exister
une matrice Ay, qui contient ou bien la paire a;, et ajm  ou bien la paire
ajik et Gym . pour tous les 4, 3, I, m entre 1 et n.

Des restrictions similaires doivent étre étendues aux matrices Byy.

La premiére condition impose qu’il y ait plus de paramétres dans le mo-
déele BEKK que dans le modéle vectoriel, s’il a moins de s? parameétres cela
revient & imposer des conditions sur le modéle. La deuxiéme condition im-
pose que certaines paires de paramétres doivent apparaitre ensemble dans

une matrice Ay . En effet, en écrivant 'expression de hyy, s

K n n K n n

hlm,t:C"i'E § E ail,kajm,kei,t—lﬁj,t—l‘i‘g E E bit kbjm khij—1

k=1 1i=1 j=1 k=1 1i=1 j=1

On remarque que le coeflicient correspondant & €it—1€5¢t—1 €St :

K
Z il kCjm k + Qjl kQim . SL T # ]
k=1
K
Z il kQimy  S1 © = J.
k=1
Ainsi, il doit exister k € {1,---, K} tel que a; i €t ajm i Ou a; ket différents

de zéro pour que le terme €;;_1€;;—1 puisse apparaitre dans I’expression de

hlm,t-

Ce qui nous donne la deuxiéme condition.

12



Exemple 3.2 :Cas n = 2.

1- L’ensemble de matrices suivantes :

a1 a1 a2 ai22 aiz3 0
A = A = y A1z = ;
0 a1 asr2 0 a21,3 G223

satisfait les deux conditions énoncées : d’une part le nombre de paramétres
est égal o neuf qui correspond & 8% quand n=2. D’autre part on remarque que
Va;j i un élément de Ay, il existe une matrice Ay telle que a;jp X G pr 7
0 Vi,je{1,2}, et k, k' € {1,2,3}.

2- Considérons maintenant l'ensemble de matrices suivantes :

ai1,1 G121 ail2 G122
An = y A1 = ;
0 a22.1 0 0
ai1,3 0 0 ai12.4
Az = J A1y =
as13 0 0 a4

Cet ensemble de matrices n'engendre pas une représentation générale,
car il me respecte pas la deuzrieme condition de la proposition. En effet, les
éléments ao1 et ase mapparaissent jamais ensemble dans une matrice Aqp.

Si on écrit les équations exprimant hia; ou ha1 on obtient :
2
hias = c1+ (a11,1al2,1 + a11,2012,2€1 y_1 + 2a11,1022,1€1,t—1€2,4—1

2
hais = co + (a11,1a12,1 + a11,2012,2€7 ;1 + 2G22,1G11,1€1,t—1€2¢—1

- . . K .
le coefficient correspondant a 6%7,5_1, qui est Y - 21 k22 ) n'apparait pas.
Ainsi le terme eg’t_l sera €liminé des équations exprimant hia; el haiy, ce

qui constitue une restriction.

13



Cependant les conditions énoncées ci-dessus sont des conditions nécessaires,
mais non suffisantes pour la généralité du modéle BEKK. Si on considére

I’ensemble de matrices suivantes :

a1l a2 0 a2z
A = y A1 = ;
a21,1 @221 0 a2
0 12,3 0 0
Az = yApg =
0 ags3 0 a4

Cet ensemble de matrices satisfait les conditions de la proposition, mais
n’est cependant pas pleinement général, car si ’on écrit ’expression du terme

hi1,+ on obtient :

2 2 2 2
hi1e = c+ajy €71 + 2a111021,1€1,0—1€2,0—1 + A31 16544

On peut remarquer que le paramétre a11,1 correspond au terme €2 1, le
parameétre aiq,1a21,1 correspond au terme €1 ¢_1€2;—1 , les paramétres aiq,1
et ag1,1 sont fixés ce qui ne laisse aucune liberté au parametre exprimant
la quantité €2, , dans Iéquation de hi1y, ce qui est une restriction pour le

2,t—1 3
modéle. Dans notre exemple, la restriction est due au fait qu’il n’y a que
deux parameétres pour trois termes dans la premiére équation. En fait, il est
b)

possible de trouver des conditions suffisantes dont un cas extréme serait de
prendre K = s et des matrices qui n’auraient aucune restriction. Cependant
dans ce type de cas le nombre de parameétres & estimer sont introduits sans
qu’ils soient forcément nécéssaires pour lever les restrictions mises en évi-
dence dans ce dernier exemple.

Paralléelement & ces problémes se pose un probléme d’identification que nous

avons discuté pour le cas K = 1 seulement. Par exemple pour le cas K>1

14



le fait d’interchanger les matrices A1; et A2 nous donne deux expressions
différentes d’'un méme modéle. C’est pourquoi on doit imposer certaines res-
trictions aux matrices Ay, et Byg. Dans la proposition suivante Engle et
Kroner proposent une restriction particuliérement pratique car ce modéle

est identifiable mais aussi général :

Proposition 3.4 Supposons que les éléments diagonaux de C soient positifs.
Considérons la classe des modéles BEKK dans lesquels les matrices Ayy, sont
obtenues en annulant les v — 1 premiéres colonnes et les ky —n(r —1) — 1
premiéres lignes, ot k, = n(r — 1)+ 1,..,nr et r = 1,.,n. Si on suppose
aussi que anp k. > 0;Vk, et que des restrictions similaires sont imposées sur
les matrices By, , alors un modéle BEKK général sans auire représentation

équivalente est obtenu dans cette classe.

Remarque 3.3 1-Dans les modéles définis par la proposition précédente, on
a: K =n?

2-Cette classe de modéles vérifie les conditions nécessaires de la proposition
(4.4) car la premiére matrice n’a aucun parameétre s’annulant et le nombre
de parameétres a calculer est (n(n +1)/2)2.

3-Les conditions de positivité des éléments diagonaux de la matrice C et des
éléments app k, des matrices Ay, ont été imposées pour assurer lidentifiabi-
lité du modeéle. Le raisonnement nous donnant l'identification de cette classe
de modeéles est similaire au raisonnement de la proposition (4.3), cependant
la deuzieme condition d’identification porte sur l’élément an, i, car cet élé-
ment est différent de zéro pour toutes les matrices Ay,.

4-Cette classe est générale car on remarque que & chaque terme correspond

15



un coefficient.

Exemple 3.3 Cas n = 2 : Calculons les indices des matrices Ay, :les va-

leurs possibles de k, sont k, =2(r—1)+1,2(r—1)+2, et r =1,2.

r=1 | r=2

kr =2(r—1)4+1| 1 3
k. = 2r 2 4

On oblient les matrices suivantes dans le cas ARCH(1) :

ai1,l a12,1 0 0
Ay = A = ;
as1,1 G221 as12 G222
a12,3 0 0
Az = yAu =
0 a3 0 a4

On remarque effectivement que cet exemple satisfait les conditions né-
cessaires de généralité du modele BEKK. De plus si on écrit 'expression les

éléments de vech(Hy) on a :

_ 2 2 2 2 \.2
hi1 = ci1 +aiy €71 + 2a11,10210€1, 162,01 + (a3 1 + a5y 9)€5, 1

2
ho1t = co1 + a111a121€7 ;1 + (a211012,1 + a111a221)€1-1€24—1+

2
(a21,1a22,1 + a21,2a22,2)627t_1

2 2 2
hao s = coo + (a1271 + a12,3)617t_1 + (@12,1a22,1 + @12,30223)€1 ¢—1€2,4—1+

P P 2 \.2
(a521 + G599 + G50 4)€5 41

On remarque que chaque terme a un parameétre libre (on peut considérer

les parameétres soulignés par exemple). En ce sens, ce modeéle est général.

16



Cependant on peut remarquer que pour certains termes correspondent une
somme de carrés de paramétres induisant des restrictions : par exemple le
coefficient du terme 6%7,5,1 sera supérieur a a%m ce parameétre étant déja
fixé par le terme €1 ;—1€2;—1. Ainsi la classe définie dans la proposition (4.5)
n’est pas générale si on considére les modeéles qui ne sont pas inclus dans
cette classe. En fait, ce probléme vient du fait que le modéle BEKK n’est

pas linéaire

3.3 Comparaison entre le modéle BEKK et le modéle vecto-

riel

En écrivant 'expression du modéle BEKK pour GARCH(1,1) et en uti-
lisant la relation vec(ABC) = (C' @ A)vec(B) on a :

K
he = (C&C)vec(l, —}—Z (A1 @ Agg) vec(e—1€;_q)
k=1

K
+> (Bix ® Buy) vec(Hy1).
k=1

Sion prend A; = Zé(:l(Alk@)Alk)/ et B = Zle(Blk(@Blk) on obtient
I’expression du modéle vectoriel. Ce qui nous ameéne a formuler la proposition

suivante :

Proposition 3.5 Un modéle vectoriel appartient & la classe des modéles

BEKK si et seulement si il existe C,A;, et By tels que :

Co = (C ® C)vec(ly),
K

A=) (A ® Air)'

k=1
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K
BJ Z ik ®Bjk
k=1

Remarque 3.4 1-Un modéle vectoriel obtenu a partir d’un modéle BEKK
est unique d’aprés la proposition précédente. Cependant linverse n’est pas
vraie car (A @ Aix) = ((—Awx) ® (—Aix)) ou encore en changeant les
indices k on obtient le méme modéle vectoriel. Donc le choiz des matrices
A n'est pas unique.

2-D’apres les équations de la proposition précédente, il est clair qu’un
modeéle diagonal vectoriel peut étre obtenu a partir d’un modéle BEKK si et
seulement si les matrices Ay, et Bjj, sont diagonales.

3-Les représentations BEKK étant restreintes de maniére o ce que H,y
soit définie positive, on voit que toutes les représentations vectorielles dont
la matrice de covariance conditionnelle H; n’est pas définie positive pour tout

t n’admettent pas de représentation BEKK.

Ainsi, un modéle BEKK peut admettre une écriture linéaire s’il satisfait
les conditions de la proposition (3.5). Cependant, il est important de noter
qu'un modéle BEKK équivalent & un modéle vectoriel garde toujours les

mémes contraintes.

Proposition 3.6 Dans le modéle vectoriel, si on suppose que Co = vec(S2)
avec €0 matrice définie positive, si les matrices A; et B; sont diagonales.
Alors, il existe une matrice triangulaire C' et des matrices diagonales Ay et

By, k=1,--- K lelles que :

Co = vec(C'C),

A= Z ik @ Air),
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n

B; = Z(Bik ® Bix)'.
k=1

La proposition précédente montre que le modéle BEKK inclut comme
cas particuliers tout les modeéles linéaires diagonaux définis positifs. De plus,
on peut restreindre les (n — k) premiers éléments des matrices A;, et B
a etre nuls. D’aprés la proposition (3.5), ce modéle est général sans autre
représentation équivalente dans cette classe.

D’une maniére générale, on voit qu’on ne peut considérer le modéle vectoriel
uniquement quand cette représentation est équivalente au modéle BEKK qui

garantit la définie positivité de Hy.

3.4 Etude de la stationnarité

Nous allons étudier la stationnarité au second ordre des modéles vectoriels
et BEKK. Soit L lopérateur retard définit comme suit LFw; = wy_j, on

considére le processus MGARCH suivant, :

he = C + A(L)e; + B(L)hy (3.4)

on obtient le processus écrit sous le modéle vectoriel en prenant :

A(L) = A1l +--- + A L?
B(L) = BiL+ -+ B,L?

ol les matrices Ay,---, Ay, B1,- -, By, sont de dimension n x n.
En utilisant la relation vec(ABC) = (C' ® A)vec(B), on obtient le modele

BEKK auquel on a appliqué opérateur vec(.) en prenant :

A(L) = Z k=1%(Ay ® Ag)L+ -+ Z k=15(Ag ® Ag) L1
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B(L)=) k=1%(Byp®By)L+ -+ Y k=1%(By, @ By)L?

ou les matrices Ay, -+, Agk, Bik, -+ , Bp, sont de dimension n x n.

Développons 1’équation (3.4) :

ht == C+A( )€t+B( )ht

=C+ A(L eH—ZB hij

=C+ A(L et—i—ZB (C+ A(L)e—j + B(L)hi—;)

j=1
p
=C+ AL et—i-ZB C+ A(L ZBet j+B(L)Y  B;Bjh_;
J=1 j
=C+ A(L)e, + B(L)(C + A(L )et)+BQ(L)ht (3.5)

si on réitére n — 1 fois 'opération obtient :
n

hi =Y B"NC+ A(L)e;) + B™(L)hs.
=1

Ainsi, on remarque que la quantité hy = Y ooy B H(C + A(L)e;) est
solution du processus GARCH. En effet :

he = C+ AL et+ZB’ YL)(C + A(L)ey)
=C+ A(L)e; + B(L ZBZ YL)(C + A(L)ey)
=C+ A(L )et+B(L)ht. (3.6)

Notons que la somme hy = Y 5%, B7YC + A(L)e;) existe si le rayon
spectral de B est inférieur a 1. Cette écriture va nous permettre d’exprimer

la condition de stationnarité pour les modéles vectoriels et BEKK :
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Proposition 3.7 Soit {€;:}1en un processus, si l'équation (3.4) définit un
processus GARCH, alors {€;}1en est stationnaire au second ordre si et seule-

ment si | p(A(1) + B(1)) |< 1.

p(A) étant le rayon spectral de la matrice A

Démonstration

Nous allons considérer la stationnarité dans le cas GARCH(1,1) uniquement.
L’extension a des modéles plus généraux suit le méme raisonnement, mais de-
mande des calculs trop amples pour étre exposée ici. Exprimons ’espérance

conditionnelle de e; aux datest —1, ¢t —2,--- :

Ei_1(er) = ZBfI(C + Ajer—i),
i=1

Ei o (et) = ki ok (€t)

= Et—Q(Z B O+ Ajery))

=1

= BN C+ A1Ey o(eri))

i=1

=C+ AEa(e;1) + Y _ B C + A1Er_a(er—))
i=2
=C+ A + Z Bi_l(C’ + Alet_i_l)

i=1

+B1Y BTN C+ Areri)

i=1

=C+ (A1 +B1)ZB§71(C+A1Q,Z',1). (37)
=1

En réitérant [ fois cette opération, on obtient :

21



Eiq(er) = (I+(Ai+Bi)+ -+ (A +B))C

+(A1+ BT BTN C + Aver ).
i=1

Soit Z une matrice carrée, Z — 0 quand | — infty si et seulement si
p(Z) < let p(Z) < 1sietseulementsi ([+Z+---+---) — (I-Z)~L. Ainsi,
E;_1(et) converge vers (I — Ay — By)C quand | — infty si et seulement si

les valeurs propres de A; et By sont inférieures a 1.

Remarque 3.5 Pour le modéle diagonal, la condition de stationnarité au
second ordre pour le modéle GARCH(1,1) : a;; +bi; <1 ¥V i€ {l,--- ,n}
dans le cas du modéle vectoriel, et Y p_i(aiir + biix) < 1 dans le modéle

BEKK.

4 Modéles GARCH-Cholesky

Ce modele a été développe par Kawakatsu (2003). Il consiste & utiliser le

fait que H; soit définie positive et admet donc une factorisation de Cholesky :

H, = LI, (4.1)

ol L; est une matrice triangulaire inférieure de terme général /;;;.
Ainsi, dans ce modéle , on exprime l; = vech(L;) comme étant fonction

du passé :

p q
h=c+Y Aili i+ (Bjej+Fjle ;) (4.2)
i=1 j=1
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ol ¢ est un vecteur de dimension (n(n + 1)/2) x 1, A; est une matrice
de dimension (n(n+1)/2) x (n(n+1)/2) et Bj, Fj sont des matrices de di-
mension (n(n+1)/2) x n. Ce modéle permet d’obtenir directement la définie
positivité de H; sans restriction sur les coefficients. En effet, il n’ y a aucune
condition de définie positivité sur la matrice Ly dans le modele GARCH-
Cholesky alors que la matrice L; nous permet d’obtenir la matrice Hy a
chaque instant £. De plus, contrairement au cas du modele BEKK, I'écriture
est linéaire dans les parameétres et €; est directement utilisé dans I’expression
du modéle GARCH-Cholesky, ce qui apporte plus de facilité dans la mani-
pulation de ce modéle.
Cependant, on peut noter une contrainte importante qui vient du fait qu’une
décomposition de Cholesky d’une matrice définie positive n’est pas unique.
D’apres Dhrymes 1984, (Proposition 58, Remarque 34, pp68-69)on peut iden-
tifier Ly en imposant que les éléments sur la diagonale de la matrice L; soient
strictement positifs. Ainsi, dans ’équation (4.2), pour assurer identification
de L, les éléments correspondants aux éléments diagonaux de Ly doivent étre
strictement positifs. Par exemple il suffit d’imposer que les lignes de A;,Fj}
et les éléments de c correspondant aux éléments diagonaux de L; doivent
etre strictement positifs, alors que ceux de B; doivent etre nuls. En fait,
I'introduction de la matrice F); est motivée uniquement par la condition de
positivité des éléments diagonaux de L;. Elle permet de ne pas éliminer les

valeurs passées de ¢; de ’expression des éléments diagonaux de Ly

Remarque 4.1 L’opérateur vech a été utilisé ici pour obtenir une matrice
triangulaire inférieure d’une maniére aisée. On remarque en effet que les

éléments L; j,i < j qui sont nuls ont ét¢ ainsi éliminés de la représentation.
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Exemple 4.1 Considérons le modéle GARCH(1,1) pour n=2 :

It c1 aiy a2 as L1141
lo1¢ = o | tla ax ax lorg—1 | +
la2.¢ c3 azy azz ass la24—1
0 0 fi1 fi2 | ‘
€1,t—1 €1,t—1
ba1 b2 | far fo2 . (4.3)
€2,i—1 | €2¢—1 |
0 0 f31 f32

Les parameétres a1j,a35, j € {1,2,3} et fi1,fi12,f31€et f32 dotvent étre posi-
tifs alors que bi1, bi2,bs1,bs2 sont nuls pour assurer lidentifiabilité du modéle.
On peut cependant remarquer dans cet exemple un effet d’asymétrie pour la
quantité lo1 1 uniqguement, alors que Ueffet d’asymétrie n’est pas présent pour

les éléments l114 el lag .

D’une maniére générale, le modéle GARCH-Cholesky admet un nombre
de paramétres d’ordre O(n?*) car la matrice A; est une matrice carrée de
dimension (k(k 4+ 1)/2) x (k(k + 1)/2), ce qui n’est pas pratique pour des
modéles ot on a n > 3. De la méme fagon que dans le modeéle vectoriel,
on peut restreindre le modéle de telle maniére que 1’élément [,.; de L; ne
dépende que de ses valeurs passées et des valeurs passées de €. et €.;. On

en déduit l'expression de [y :

p q
2 2 : 2 Z 2 .
ZTC,t = C?”’r‘ + a’rrlTT',t—i + f?”?”,j ‘ 67'7t_j ’ St T=cC
=1 j=1

p q
= Cr¢c t+ g arc,ilrc,t—i + 5 (brc,rjer,t—j + brc,cjfc,t—j)
i—1 j=1

pour (r > c¢).
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Remarque 4.2 1- Dans l’expression précédente, on note [’élément de la ma-
trice A; correspondant au terme lyci—; par arc; par souci de simplicité. En
fait arc; ne correspond pas en général a l'élément se trouvant a la ligne r et
colonne ¢ de la matrice Ly.

2- Dans ce modéle A; est diagonale et B, F; ont au plus deux éléments dif-
férents de zéro dans chaque ligne.

3-Les éléments de frjont été introduits pour assurer la positivité des élé-
ments diagonauz de la matrice Ly, on peut donc supposer ces éléments nuls
dans Uezpression de lyci quand r > c.

4- On remarque que dans le modéle GARCH-Cholesky le nombre de pa-
rameétres est d’ordre O(n*) car la matrice A; est diagonale de dimension

(n(n+1)/2) x (n(n+1)/2).

4.1 Asymétrie dans le modéle GARCH-Cholesky

Une conséquence de la linéarité du modéle GARCH-Cholesky restreint
est que l'on peut exprimer facilement leffet d’asymétrie. L’expression des

éléments de L; est la suivante :

p q
_ 2 E 2 . § 2 - 2 . ; —
lTC,t = Cypt arrlm“,t—l + (brr,jer,t—j + frr,j | Ert—j ‘)SZ r==c
i=1 j=1

p
2
= Cpc + § arc,ilrc,t—i +
i=1

(brc,r]f;t,j + brc,cjegt,j + frc,rj | €rt—j | +frc,cj | Ert—j |)
1

q
Jj=

sir > c, avec ¢, = max(0, —€).

Une propriété des séries financiéres est que les valeurs négatives des inno-

vations passées ont un plus grand effet sur la volatilité & la date t. Pour
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I’élément [,,; on retrouve cette propriété sans imposer aucune restriction

particuliére sur les paramétres c2,., a2,, bzr ; et fr ;- Ainsi, quand ¢; < 0 on
i i

obtient des valeurs plus grandes pour [,.:. Cependant, dans le cas ou r > c,

les nouveaux paramétres introduisant 'asymeétrie sont difficiles & interpréter

car le signe de l,.;—; est inconnu.

4.2 Etude des paramétres de h;;; dans le cas GARCH(1,1)
quand n=2

D’aprés la relation (4.1) on tire 'expression de h;;; en fonction des élé-

ments de Ly :

min(i.j)

hiji = Z Linljk- (4.4)

k=1
Ainsi, si on ne prend pas en compte les effets de 'asymétrie, on a :
2 4 4 52 4 2 2
hae = 11 = (e +anli -1 + fiiel—1 + 2e1a1lin 1

+268 fh | era—t1 | +2af 11 fT) | €re—1 |

P 2 2 2
hotry =loilin = cfjca1 + cia21lor—1 + afilin—1c21 + (ciib211 +
21 b 2. 21 b
afiline—1ba11)€1 -1 + (ciibai2 + afilin—1b21,2)€24—1 +

(fhicor + fhaolons1) | €re-1 | +fhbaa | €141 | €241

On remarque que les éléments de Hy dépendent de termes comme 612715— hs
€it—h€j¢—h mais aussi de €1 et | €5 |, ce qui n’était pas le cas pour
le modéle BEKK et le modéle vectoriel. Ainsi, dans le modéle GARCH-
Cholesky restreint on a additionné de nouveaux termes dans la dynamique
des éléments de la matrice de covariance du processus GARCH multivarié

hijt, alors que le nombre de parameétres reste du méme ordre que dans le
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cas du modele BEKK. Cependant, l'interprétation de ces nouveaux termes
reste difficile. De plus, les termes h;;; ne dépendent pas directement de leurs
valeurs passées sauf pour j = 1. Enfin, on remarque que pour obtenir un
modéle GARCH-Cholesky dont le nombre de paramétres est du méme ordre

que dans le modéle BEKK, il faut faire des hypothéses trés restrictives.

5 Modéles a corrélations conditionnelles constantes

et extensions

Les modéles & corrélations conditionnelles constantes sont des modéles
pour lesquels les variances des composantes du processus GARCH multivarié
varient en fonction du temps et les corrélations conditionnelles sont quant a
elles constantes. Cette hypothése énoncée par Bollerslev(1990) est justifiée
par I’étude empirique des processus multivariés. La corrélation conditionnelle

entre €;; et €j; & I'instant ¢ — 1 est donnée par la relation suivante :
pijt = hije/ (hiichij)'>.

En général cette corrélation varie au cours du temps, mais dans certains
cas on peut la supposer constante : les covariances conditionnelles sont pro-

portionnelles & la racine carrée du produit des variances :

hij,t :pij(hii,thjj,t)1/2 j: 1,"' ,n et i:j—i—l,...,n. (51)

Remarque 5.1 La validité de [’hypothése nous donnant ['equation précé-

dente reléve d’une étude empirique de certaines séries de processus MGARCH.

11 est cependant important de souligner que les variances conditionnelles

27



varient au cours du temps dans ce modele : h;;; est une fonction du passé.

Ainsi, on tire une décomposition de Hy :

H, = AT A, (5.2)

avec A; une matrice diagonale de dimension n X n ayant pour éléments

VP, -, \/hant. La matrice R est constante par rapport au temps, de
dimension n X n et qui a pour éléments p;; et 1 sur la premiére diagonale.
D’apres I'équation (5.2), il est clair que H, est définie positive dés que les

variances conditionnelles sont bien définies et R définie positive car :
?Hix >0 VexeR"z2#0< 2’ DiRDyxz >0 Vo Rz #0.
De plus on peut remarquer que Dy et T''/2 commutent, en effet, on a :
H}? = ATY2 = T127,.

5.1 Vraisemblance

Un avantage de ce modéle est la simplicité du calcul du quasi-maximum
de vraisemblance au moment de procéder a 'estimation des paramétres. Ex-

primons 'expression de la log vraisemblance dans le cas du modéle BEKK :

L(9) = Zthl log[1/(2m)™2 x 1/ | Hy |~Y/2 xexp(—1/2¢,H;  €;)]
=7 —n/2log(2n) — 1/2(log(| Hy |) + €, H,  ¢;)
= —Tn/2log(2m) — 1/2 3" (log(| H |) + €,H; 'e1)

ol T est le nombre d’observations de la série.
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Dans cette expression on doit inverser la matrice H; de dimension (n X n) a
chaque instant ¢ ce qui demande beaucoup de calculs sachant que le nombre
d’observations pour les séries financiéres est en général grand. Dans le mo-
déle & corrélations constantes le fait que I'on puisse décomposer la matrice H;
nous permet de ne pas inverser Hy a chaque date t car H; ' = A,/ T71A;?
on obtient une expression du quasi-maximum de vraisemblance qui est la

sulvante :

L(0) = —Tn/2log(27) — 1/2 31 (log(| ARA; |) + €,A7 T 1A L e)

= —Tn/2log(2m) — T/2log(| R ) = X/, (log(| Ay ) = 1/2 3, &'T &)

ol 6~t = At_lﬁt.

5.2 Modéles a corrélations constantes dynamiques

D’une maniére générale faire I’hypothése que les corrélations condition-
nelles sont constantes peut étre trop restrictive pour I'’étude de certaines
séries. Engle (2002) a introduit le modéle a corrélations conditionnelles dy-
namiques (Dynamic Constant Correlation). Dans ce modéle R varie au cours

du temps, ’expression de H; est la suivante :

H; = DR, Dy, (5.3)

ol la matrice D; a les mémes spécifications que dans le modéle a correla-
tion constante et la matrice %y de dimension nxn a pour éléments r;;; = p;j;
quand ¢ # j et 1 quand % = j. Les éléments 7;;; sont fonctions du passé,
Engle a donné deux spécifications GARCH de ces termes. Cependant aucune

étude n’a encore été faite sur ces spécifications.
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5.3 Extention

Jeantheau (1998) a proposé une extension du modéle a corrélation constante
de Bollerslev qui admet la méme décomposition de la matrice de cova-
riance conditionnelle Hy définie en (5.2). Les covariances conditionnelles étant
constantes dans ce modéle, ce sont uniquement les variances conditionnelles
qui sont exprimées en fonction du passé. Soit une série {¢;,t € Z} de variables

aléatoires & valeurs dans R™ qui suit un processus GARCH multivarié,on a :
e = Ay, (5.4)

ot A; est une matrice diagonale et les éléments A, ;; satisfont la relation

suivante :

2 2
(At,ll q €—i1 » A?ﬂ',n
:C+2Ai +ZBj (5.5)
i=1 j=1
A%,nn Eg—i,n A?—i,nn

avec C € R", A;etB; € R" xR", nous supposerons que les coefficients des
matrices de la relation précédente sont tous positifs. De plus, 1; est une série
de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées vérifiant les
conditions suivantes :

1-L’espérance de 7, est nulle, et la matrice de covariance I' est telle que :

I p2 - P12
r— P12
P(n—1)n
Pin *t Pa—1)n 1

2- La variable aléatoire n; est indépendant de la tribu [;_; engendrée par les

valeurs passées du processus.
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3- La loi de 7 est telle qu’il n’existe pas de forme quadratique ¢ telle que

q(me) =~ p.s., avec v € R. Enfin 0 est le vecteur des paramétres.

De cette définition, on obtient I'expression des éléments h;j ¢ de la matrice

de covariance conditionnelle du processus € :

hijir = (Apii)?

hijie = pijAeiilej; pour i j.

En effet, si on exprime H; en fonction des matrices As et I' on a :

Ht = Et_l(EtGQ) = Et—l(AtntnlltAé) = AtFAt.

Ainsi, on vérifie bien que les corrélations conditionnelles sont constantes.

Remarque 5.2 1- Si on impose que les composantes de 1, sont indépen-
dantes entre elles alors Hr est diagonale.

2- Si A; et Bj sont diagonales, h;; s ne dépend que de ses propres valeurs
passées et des valeurs passées de €, alors que dans ce cas h;j; dépend des

valeurs passées de h;; i ethj;; et des valeurs passées de €;; etej;

Nous allons maintenant spécifier les conditions & imposer sur les para-

meétres pour que le modeéle soit stationnaire et identifiable.
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5.4 Stationnarité

A partir des équations (5.4) et (5.5) on peut écrire le modéle a corrélation

constante de la maniére suivante :

hi1, hit,t—i

hnn,t hnn,t—i

ol s = sup(p,q), Ai(n}) =0 pour i>q et Bj=0 pour i>p.
La proposition suivante nous donne la condition de stationnarité du mo-

déle & corrélation constante :

Proposition 5.1 Sile vecteur des parameétres 0 est tel que det(I,-y ;i (Ai+
Bi)\) a ses racines en dehors du cercle unité alors le modéle MGARCH (p,q)
a corrélation constante admet une solution stationnaire au second ordre. De

plus cette solution est unique et strictement stationnaire ergodique.

En effet, exprimons le modéle sous forme matricielle :

Soit
Vi= (Hll,t oo Hppg Hizg—1 -+ Hdd,t—n+1) . Ona:
A1) +Br As(nig) + B2 o An(ni,) + Bn C
I, 0
Vi= Vi1t
I, 0 0
On obtient :

Vi=F()Vie1 +G
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avec ¢ = (M—1,Mt—2,- - ,M—s) et, G' = (C,0,--- ,0) et F({;) la matrice
de la relation précédente. On en déduit que :

k-1
Vi=F(G) - F(Gk+1)Vi1 + ZF(Q) o F(Goi1)G
t=0

On remarque que le second terme de 1’égalité précédente est une série de

termes positifs, de plus on a :

E(F(G) - F(G-iy1)) = F'G,

Ar(n )+ B1 Aa(nfy)+ B2 -+ An(nf-,) + Bn
I 0
avec F = "
I, 0

Par conséquent, det(Ad — F) et det(I, — > ;_;(A; + B;)A™") ont les mémes
racines. Ainsi, la série converge dans L' si det(,-> ;_;(4; + B;)\) a ses

racines en dehors du cercle unité.

Soit Vg = ZF(Q) o F(Gmit1)G,
=1

comme les variables aléatoires 7; sont indépendantes, alors le processus
(¢t), et par conséquent le processus (V) sont strictement stationnaires er-
godiques. On en déduit que & ; = \ﬂﬁiiﬂg)m,i est un processus GARCH(p,q)
strictement stationnaire et converge dans L2
De plus cette solution est unique car si ’on suppose que €; est une autre
solution, alors V; satisfait :

k=1
Vi=F(C) - F(Gokr)Vick + > F(G) -+ F(Gi1)G-
=0
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Or, on a:
F(G) - F(Gpi1)Vick = FFE(V;_g,) = cF* — 0
avec ¢ > 0. Ainsi,V; = V; et donc & = ¢;.

5.5 1identifiabilité

En utilisant "opérateur retard L, on peut exprimer le modéle & corréla-

tion constante de la maniére suivante :

hi1 €
P(L)| =C+Q() | (5.7)
hnn,t 6?771

avec P et @ deux matrices de dimension n X n & coefficients polyno-
miaux. On remarque que si on multiplie (5.7) par une matrice a coefficients
polynomiaux R(L) # I, on obtient une autre formulation du modéle a cor-
rélation constante avec la méme solution. Il est donc nécessaire de vérifier
certaines conditions pour assurer I'identifiabilité du modeéle. Avant d’aborder
cette question, nous allons d’abord rappeler quelques résultats sur les ma-

trices & coefficients polynomiaux.

Propriétés des matrices a coeflicients polynomiaux

Les propriétés et les résultats de cette section ont étés établies par Kai-

lath(1980). Notons M P 1’ensemble des matrices & coefficients polynomiaux.
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Définition 5.1 Soit M (L) € M P une matrice carrée. La matrice M (L) est

unimodulaire si son déterminant est non nul et indépendant de L.

Le théoréme suivant nous donne la définition du plus grand diviseur

commun & gauche (ou PGCD a gauche) d’une matrice carrée.

Théoréme 5.1 Soit A,B € MP tels que detA # 0 et detB # 0; il existe
D € MP tel que :

Chague diviseur a gauche de D est aussi un diviseur ¢ gauche de A et B,
et chaque diviseur & gauche de A et B est aussi un diviseur a gauche de D.

On appelle la matrice D le PGCD & gauche de A et de B. De plus on a
I’égalité de Bezout :

3(U,V) € MP?/D = AU + BV.

1l est important de remarquer que le PGCD a gauche n’est pas unique,
mais si J est un autre PGCD & gauche de A et B, alors il existe une matrice
W unimodulaire telle que J = DW. Ainsi, deux matrices sont premiéres si
aucun de ses PGCD & gauche est unimodulaire.

Dans le cas univarié il suffit de supposer que les deux polyndmes sont pre-
miers pour obtenir ’identifiabilité. Mais comme le PGCD a gauche n’est pas
unique pour une matrice a coefficients polynmiaux, cette hypothése n’est
pas suffisante pour assurer l'identifiabilité. Par conséquent, nous devons in-
troduire la notion de matrice réduite par colonnes. Soit M (L) une matrice
a coefficients polynomiaux et d;; le degré du polynome M;; = 2720 al-j’lLl.

On définit d;(M) et la matrice M" par :

dj(M) = sup;di; et M = a4,

On peut interpréter d;j(M) comme étant le retard maximum d'un terme

apparaissant dans I’expression d’une des variances.
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Définition 5.2 Une matrice a coefficients polynomiaur M est réduite par

colonnes si le déterminant de M" n’est pas égal a 0.

5.6 Notion de formulation GARCH minimale

Proposition 5.2 Soit (P;,Q1) un couple de matrices a coefficients poly-
nomiauz tel que le modele défini en (5.5) a une solution strictement sta-
tionnaire, detP; et det@Q1 # 0, et Py et Q1 sont premiéres. Alors, si €; est
aussi la solution du modeéle écrit avec le couple (P2, Q2), il existe une matrice

M € MP telle que Po = M Py el Q2 = MQ;.

Ainsi, comme indiqué dans la section précédente la condition P; et Q1
sont premiéres n’est pas suffisante pour identifier le modéle. Une fagon de
choisir un couple de matrices (P, 1) serait de prendre le couple de ma-
trices induisant le moins de retard des termes Ay ;;(0) et € ;. Cependant,
il est possible de trouver une matrice unimodulaire M telle que M # Id,
d;j(MP) = d;(P), dj(MQ) = d;(Q), M(0) = Id et (MP,MQ) solution du
modele défini en (5.5). La définition suivante nous donne la condition qui va

nous permettre d’assurer 'identification du modéle :

Définition 5.3 Une formulation d’un modéle GARCH(P,Q) multivarié est

minimale st :

hitt 6%71
P(L) : =C+Q(L)
hnn,t Ez,n

ot P et Q) sont des matrices a coefficients polynomiauz satisfaisant les condi-

tions sutvantes :

1-P(0) = Id et Q(0) = 0.
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2-det(P) # 0 et det(Q) # 0.
3-P et QQ sont premiéres.
4—Vj,1 <7< n,dj(P) = dj <p et d](Q) = dj <q.

5-P ou @ sont reduits par colonnes.

La proposition suivante justifie I'introduction de la notion de formulation

minimale pour un modéle GARCH(p,q).

Proposition 5.3  Soit (P1,Q1) une formulation minimale d’un modéle
GARCH(p,q) multivarié telle qu’il existe une solution au second ordre notée

€. Alors, €; est aussi une solution d’un autre modeéle formulé avec le couple

(P2, Q2) il existe j, tel que dj(P2) > dj(P1) ou dj(Q2) > d;(Qn).

Démonstration
D’apres la proposition (5.2) ona: P, = M Pj et Q2 = M Q1. Si P; est réduite
par colonnes, comme (P)(0) = (M P;)(0) = Id, on a: M(0) = Id et M doit
étre égal & Id+ LR(L), ou R(L) est une matrice a coefficients polynomiaux.
Ainsi, MP, = P + LR(L)P,. Donc d;(MPy) = d;j(P), j € {1,---,n}
seulement si RP{¢ = 0. Comme P est réduite par colonnes, alors R(L) = 0.
On peut effectuer le méme raisonnement en supposant que Q1 est réduite

par colonnes.

Remarque 5.3 La condition imposant que P ou Q) soit réduite par colonnes
est essentielle dans la proposition (5.3). Elle permet d’éliminer le cas ou on
a M une matrice unimodulaire telle que dj(MP) = d;j(P1) et d;(MQ) =
d;j(Q1). En effet cette condition astreint la matrice M a étre égale a la matrice
sdentité.

Le lemme suivant va nous permettre d’énoncer les conditions nous assu-

rant 'identifiabilité du modéle :
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Lemme 5.1 SiU est une matricenxn et V est un vecteur I;_1 —mesurable,

on a:
2
€1,

U : =V=U=0 e V=0

n,t

Proposition 5.4 Si on suppose Hy la solution au second ordre du modéle
MGARCH a corrélation constante, et si les matrices Co;, Ao et Bo; cor-

respondent a la formulation minimale du modéle MGARCH 4 corrélation

constante alors on a :

Hi=HuV t ps. = Coi=Ci A=A, Boj=DBi et poij = pij-

Hoy: étant la matrice de covariance conditionnelle obtenue avec la formu-

lation minimale.

Remarque 5.4 La notion de formulation minimale est essentielle pour l’iden-
tifiabilité du modéle. Cependant cette notion suppose que P ou Q) doivent étre

réduits par colonnes, ce qui est une restriction supplémentaire pour le modéle.

On peut remarquer d’abord que Hy, = H; implique que po;j = pij.

D’apres I'équation (5.5) on a :

2 2 2
h11,t q € —i,1 » hll,tfi
=C+ E A; + E B]
i—1 j=1
2 2 2
hnn,t 6t—i,n hnn,t—i

De plus on a quand on exprime le modéle avec la formulation minimale

on a :

38



2 2 2
h11,0t i1 hll,Ot—i

q P

:CO+ZA01' +zBoj

i=1 j=1
hn":Ot(QO)Z Etzfi,n h12’m,0tfi
Si H; = Hy; on obtient :
q 63—1’,1 » h%l,t—i
V+Y M, +) My : = 0. (5.8)
i=1 ) i=1 )
6t—i,n h‘nn,t—i

ol V' est un vecteur constant de dimension n et M; sont des matrices de
dimension n X n. Nous devons montrer que tout ces termes sont nuls. On

tire de I'equation (5.8) la relation suivante :

2
€11
Ml = U7

2
6tfl,n

avec U vecteur I;_s-mesurable. D’aprés le lemme (5.1) M; et U sont nuls.

On en déduit que :

2 2 2
h11,t71 q €41 » h11,t—z‘
My 1 : =-V-> M, = Mgy : . (5.9)
=2 =2
2 2 2
hnn,t—l 6t—i,n hnn,t—i

Supposons que P est réduite par colonnes ; d’apres la proposition (5.3), le
terme de gauche de ’equation (5.9) doit avoir une formulation avec au moins
une colonne j avec d;j(P) retards, ce qui est en contradiction avec le terme

de droite de I'equation qui a seulement d;(P) — 1 retards. Donc, Myy1 = 0.
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En réitérant le meme raisonnement on montre que Mo, Myyo, M3, -+, My,

sont nuls et donc que V = 0.

6 Conclusion

Dans cette étude nous avons pu aborder différents problémes induits par
le passage du cas univarié au cas multivarié. Ainsi, nous avons vu que des
restrictions doivent étre imposées sur les fonctions exprimant H; en fonction
de son passé pour assurer la définie positivité de la matrice de covariance
conditionnelle & chaque instant ¢. D’autre part, nous avons vu qu’il est par-
fois nécéssaire d’imposer de nouvelles restrictions pour réduire le nombre
de parameétres & estimer : en effet le nombre des paramétres croit quadrati-
quement dans les modéles présentés. Cependant, l'intérét pour les modéles

GARCH multivariés étant récent, I’étude de ces modeéles reste incompléte.
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